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Licence 3 Parcours A

Algebre
Controle continu du 24/10/2012

The

“question de cours” and the three exercises are independent.

Three different papers are required, one for the “question de cours” and the exercise 1, one for the
exercise 2 and one for the exercise 3.

The distribution of points is given just as a guide, and approxzimative. The quality of composition and
presentation will be taken into account.

Documents and calculators forbidden.

Question de cours 1 (Index of a subgroup). [about 1 point] Let G be a finite group and H a subgroup.
Give the definition of [G : H| and show that {G = [G : H|fH.

Exercice 1 (Group of order 10). [About 7.5 to 8.5 points] In this exercise, we assume that (G,-) is a
non commutative group of order 10, whose identity will be denoted 1.

1.

Show that G has no element of order 10. By reasoning on the orders of elements of GG, show
that G has at least one element of order 5.

We choose in G an element b of order 5 and we denote by H = (b) the subgroup of G generated
by b. Give a list of the elements of H. Give an argument (seen in TD) ensuring that H is normal
in G.

Let a be an element of G'\ H. Show that a? = e (one can look at the class of a in the quotient
G/H). Determine the subgroup of G generated by a and b (one can argue on the orders).

Show that aba™! = b" for a certain integer r € [0,4]. By calculating in two ways ab"a~!, show
that 5 divide 2 — 1. Conclude that aba=! = b~

Show that the equalities a? = b®> = 1 and aba~! = b~! suffice to determine the multiplication
table of G.

We introduce the matrices
-1 0 cosf) —siné
A_<O 1>andR9_<sin9 cos 0 )
Recall that the map 6 — Ry is a group homomorphism from R to GLy(R). We denote by Dj
the group generated by the matrices A and B = Ry,/5. What is the order of A and B? What

is the value of ABA™'? Deduce from the above that the ten matrices B¥ and AB* for k € [0, 4]
are pairwise distinct and that G is isomorphic to Ds.

. Give two elements of S5 which generate a group isomorphic to G.

Continued on the back
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Exercice 2 (Field with 9 elements). [About 4.5 to 5.5 points] We set A = Z/3Z[X], and by abuse of
notation, we will denote 0, 1, 2 respectively the classes of 0, 1 and of 2 in Z/3Z. We recall that a
polynomial of degree n with coefficients in a field K has at most n roots.

1

2.

d.
6.

Show that I = (X2 + 1) is a maximal ideal of A.

Deduce from the above that A/I is a field. We call it F. Verify that F' has 9 elements.

We note B = {x € F* : 2* = 1}. Show that B # F*. Deduce that F* is cyclic.

Let f : F — F be the map defined by f(t) = 3 for all t € F. Show that f is a ring automorphism.
Show that f o f =1d (where Id denotes the identity map ).

Determine the set S = {t € F: f(t) = t}.

Exercice 3 (Sylow's theorems for abelians groups ). [About 6 to 7 points] Let p be a prime number and
a € N*. The purpose of the exercise is to prove the following assertions:

e all finite abelian groups whose orders are multiple of p® have a subgroup of order p® ;

e if (G,-) is an abelian group of finite order p*m with m integer non multiple of p, then G has

unique subgroup of order p®.

. Let (G,-) be a group. If a € G is of order mn with m,n € N*, show that a™ is of order n.

. Let (G,-) be a finite abelian group, Hi,..., H, be subgroups of G and H the subgroup of G

generated by Hy,..., H,. Show that the map (z1,...,2,) — x1 -+, is a group homomorphism
from Hy x --- X H,. to GG, with the image equal to H. Deduce that the order of H divides the
product of the orders of Hy,..., H,.

Show the first assertion in the case when o = 1. Hint: denote by aq,...,a, the elements de G
and apply the result of the previous question with H; = (a;).

. Show the first assertion by induction on «. Hint: if (G, ) is a finite abelian group whose order

is multiple of p® with a > 2, choose an element a of order p, and use the canonical surjection 7
from G to G/(a).

Let (G,-) be an abelian group of finite order, p®m with m integer not multiple of p. Let H;
and Hs be two subgroups of G, of order p®. Show that H; = Hy. Hint: let H be the subgroup
generated by H; and Hy. Using question 2, show that the order of H is a power of p and
conclude.

Using the first assertion, show that all abelian groups of order 10 are cyclic.
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Licence 3 Parcours A

Algebre
Examen du 07/01/2013, 13h-17h

Les exercices sont indépendants.

Le baréme est donné a titre indicatif. 1l sera tenu compte de la présentation et de la rédaction.
Documents et calculatrices interdits. Dictionnaire frangais-anglais autorisé.

Rendre l’exercice 1 sur une copie séparée.

Exercice 1 (L'équation de Fermat pour les polyndmes). [Environ 5 & 6 points]

1. Soient A et B dans C[X], premiers entre eux. Soit n > 2 un entier. Montrer que si AB = Q"

avec () dans C[X] non nul, alors il existe U et V' dans C[X], premiers entre eux, tels que A = U"
et B = V™. Indication : décomposer ) en facteurs irréductibles.

. Soient P,Q, R dans C[X] non nuls vérifant P? + Q% = R

(a) On suppose dans un premier temps que P et R sont premiers entre eux. Montrer que
(R+ P)/2 et (R — P)/2 sont premiers entre eux, puis montrer l’existence de polynomes
U et V dans C[X], premiers entre eux, tels que P = U? — V2 Q =2UV, R = U? + V2.
Indication : remarquer que

(Q)2_ R+ P " R—-P
2/ 2 2
(b) On ne suppose plus que P et R sont premiers entre eux, et on note D = P A R. Montrer

que D divise @. En déduire l'existence de polynémes U et V dans C[X], premiers entre
eux, tels que P = (U2 - V3D, Q=2UVD, R= (U?+V?D.

. On fixe un entier n > 3 et on note ¢ = 2"/, Le but de cette question est de montrer que si
trois polynémes non nuls P, Q, R dans C[X] vérifient P" + Q™ = R™, alors ils sont constants.
On raisonne par l'absurde en supposant l'existence d’une solution formée de polynoémes non
nuls, non tous constants. On note (P, @, R) une solution formée de polynoémes non nuls, non
tous constants, qui minimise Ientier m = max(deg P, deg @), deg R) parmi toutes les solutions de

(a) Montrer les égalités

n—1 n—1
X"—1=][(X=¢" et R"—P"=][(R-("P).
k=0 k=0

Indication pour la deuxieme égalité : on pourra montrer que les fonctions polynomes
coincident en dehors des zéros de P.

(b) Montrer que P et R sont premiers entre eux, et que parmi eux au plus un est constant.

(c) En déduire que les polynémes R — ¢*P pour k € [0,n — 1] sont premiers entre eux deux-a-
deux, et que parmi eux au plus un est constant. Indication : si « et § sont des complexes
distincts, R et P sont dans le sous-espace vectoriel de C[X] engendré par R—aP et R—[P.

(d) Pour k € [0,n — 1], montrer l'existence d’un polynéme non nul Uy tel que UP = R — (*P.
Majorer le degré de Uy.

(e) Montrer qu’il existe a et 8 dans C* tels que R — (2P = a(R — P) + B(R — (P) et obtenir

une contradiction.
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Exercice 2 (Endomorphismes simples et semi-simples). [Environ 9 & 10 points]

Soient K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u € £L(E). On
note x, le polynéme caractéristique de u. Si F' est un sous-espace vectoriel stable par u (c’est-a-dire si
u(F) C F), on note up 'endomorphisme de F' induit par u, défini par up(z) = u(x) pour tout z € F.
Partie I. On dit que u est simple lorsque les seuls sous-espaces de E stables par u sont {0} et E.

1. Montrer que si n > 2, un endomorphisme semi-simple n’admet pas de vecteur propre. En déduire
que si K = C et n > 2, L(E) ne possede pas d’endomorphismes semi-simples.

2. Soit € E, non nul. On appelle E, le sous-espace vectoriel de E engendré par les u*(z) pour
k € N. Soit d > 1 le plus grand entier tel que la famille (2, u(z),...,u?"!(z)) soit libre.

(a) Justifier existence de d et l'existence d’un polynéme B de degré d tel que B(u)(x) = 0.

(b) Montrer que (x,u(x), ...,udil(x)) est une base de E, Indication : pour k > d, on pourra
utiliser la division euclidienne de X* par B.

(¢) Montrer que le polynome caractéristique de ug, divise x,. Indication : on pourra compléter
(z,u(z),...,u’!(z)) en une base de E.

3. On suppose X, irréductible. Montrer que u est simple.
4. On suppose maintenant que u est simple et on veut montrer que x,, est irréductible.

(a) Montrer que, pour tout polynéme non nul P de degré strictement inférieur a n et tout
x € F non nul, P(u)(z) # 0. Indication : utiliser la question 2b). En déduire que P(u) est
un isomorphisme de F sur E.

(b) Déduire de ce qui précede que x,, est irréductible.
5. Si K =R et si u est simple, quelles sont les dimensions possibles de E ?

Partie II. On dit que u est semi-simple lorsque tout sous-espace vectoriel de E stable par u possede
un supplémentaire stable par u.

1. On suppose dans cette question que u est semi-simple. On pose p,, = 77'...t5m ou les 7y, sont
irréductibles, deux a deux distincts et les o, dans N* et on note P = m1...7m,.

(a) Montrer que P(u) est nilpotent, que Ker P(u) posséde un supplémentaire G stable par P(u)
et que 'endomorphisme induit P(u)¢g est inversible.

(b) En déduire que P(u) est nul et que les oy, valent 1.
2. Dans cette question, on suppose que p, est irréductible et on note L = K[ X]/ ().
(a) Vérifier que L est un corps. Dans la suite, si P € K[X], on notera P la classe de P dans L.

(b) Pour tout P € K[X] et tout € E, on pose P - x := P(u)(x). Vérifier que cette opération
est bien définie. On admettra dans la suite que, muni de la loi + et de cette loi -, E est
un L-espace vectoriel.

(¢) Montrer que, si F' C E, alors F' est un K-sous-espace vectoriel de E stable par u si, et
seulement si, F' est un L-sous-espace vectoriel de F.

(d) En déduire que u est semi-simple.

3. Dans cette question, on suppose que p,, = m...7Ty, ou les m; sont irréductibles et deux a deux
distincts. On cherche & montrer que u est semi-simple. On pose F; := Ker (m;(u)).

(a) Montrer que Fj est stable par u, et que 'endomorphisme up, est semi-simple.

(b) Soit F' un sous-espace de E stable par u. En justifiant les égalités E = @;" | F; et F =
;" (F N F;), montrer que F posséde un supplémentaire stable par u. Indication : & quoi
est égal Ker(m;(up))?

4. Lorsque K = C, montrer que u est semi-simple si, et seulement si, u est diagonalisable.
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Exercice 3 (Le groupe SLo(Z/pZ)). [Environ 5 & 6 points|

Soient p > 3 un nombre premier et K = Z/pZ = {0,1,...p — 1}. On note (e1,e2) la base canonique
de K2. A toute matrice M € Ms(K), on associe ’'endomorphisme uy; de K? de matrice M dans la
base (e1, e2).

1.
2.

Dans le groupe (K?,+), quel est 'ordre d'un élément non nul ?

On note L I’ensemble des droites vectorielles dans K 2. Montrer que §L = p + 1. Indication : on
pourra remarquer que les droites vectorielles dans K2 sont exactement les sous-groupes d’ordre
p de (K2, +).

Déterminer 'ordre de G Lo (K). Indication : une matrice de Mo (K )est inversible si et seulement
si ses deux colonnes forment une famille libre de K?2.

Dans cette question, on considére I'action naturelle du groupe G Lo (K) sur I'espace vectoriel K2,
définie par M - (z,y) = up(x,y). Déterminer le stabilisateur et 'orbite de e; = (1,0). Retrouver
ainsi ordre de GLo(K).

Soit SLy(K) = {M € My(K) : det M = 1}. Montrer que SLo(K) est un sous-groupe distingué
de GLy(K), d’ordre p(p? — 1). Indication : montrer que le déterminant est une surjection de
GLo(K) dans K*.

On note Sy, le groupe symétrique sur L. Soit ® le morphisme de SLo(K) dans Sy défini par
O(M)() = M - £ = up(£). Montrer que 'action de SLy(K) sur L ainsi définie est transitive.
Quel est le stabilisateur de de I; = Keq ? Quel est son ordre ?

7. Déterminer Ker ® = {M € SLy(K) : ®(M) =ids} et en déduire 'ordre de Im ®.

8. Dans cette question, on prend p = 3. En admettant que le seul sous-groupe d’ordre 12 du groupe

symétrique Sy est le groupe alterné A4, montrer que SLy(K)/Ker ® est isomorphe a Ay. Le
groupe SLo(K) est-il isomorphe & Sy 7 On pourra considérer les centres de ces groupes.
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Examen du 7 janvier 2013. (durée : 4h)

Tous documents, calculatrices et téléphones portables interdits.

1l sera particuliérement tenu compte du soin apporté a la rédaction.

Baréme indicatif : questions de cours : 2,5 points, exercice 1 : 8 points, exercice 2 : 5,5
points, exercice 8 : 4 points

Questions de cours

1. Soit G un groupe fini et f : G — G’ un morphisme de groupes.

(a) Citer une relation liant les cardinaux de G, Kerf et Imf.

(b) Montrer cette relation.
2. Soit A un anneau intégre , quand dit-on qu'un élément = de A est irréductible ?
3. Soit K un corps.

(a) En utilisant la division euclidienne dans 'anneau K[X] des polynomes &
coefficients dans K, montrer que tout idéal de 'anneau K[X] est un idéal
principal.

(b) En déduire que si P est un polynome irréductible de K[X] alors I'idéal de
K[X] engendré par P est un idéal maximal de K[X].

Exercice 1

On considére anneau R[X] des polynomes a une indéterminée a coefficients dans R.
1. Soit I Iidéal de R[X] engendré par les polynomes X4 — 1 et X3 4+ X2 — X — 1.
(a) Décrire l'idéal I.
(b) Calculer le PGCD des polynomes X* —1 et X®+ X? — X — 1 et en déduire
une autre description de 1.

(c) Trouver tous les polynomes U et V' de R[X] tels que
(X' DUX)+(XP+ X2 - X -1V X)=X*~-1

2. L’idéal I est-il un idéal maximal de R[X]?

3. Soit J I'idéal de R[X] engendré par le polynome X? + 1. I’idéal J est-il un idéal
maximal de R[X]?
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. On considére les anneaux quotient £ = R[X]/I et F' = R[X]/J. Les anneaux F

et F sont-ils isomorphes? On note P la classe d’un polynéme P modulo I et P
celle modulo J.

5. Montrer que E et F' sont des R-espaces vectoriels.

. Montrer que la famille (T, X) est une base pour E et que la famille (1, X) en est

une pour F. Décomposer la classe du polynome X4 4+ X? dans ces bases.

7. Les groupes (E,+) et (F,+) contiennent-ils des éléments non nuls d’ordre fini ?

8. On note E* I'ensemble des éléments inversibles de ’anneau F

10.

11.
12.
13.
14.

(a) Soit P € R[X], montrer que P est inversible dans E* si et seulement si P
et X2 — 1 sont premiers entre eux dans R[X].

(b) Quels sont les éléments de E qui n’appartiennent pas a £ 7 Quelle est leur
expression dans la base (1, X)?

Le groupe (E*, x) contient-il des éléments d’ordre fini distincts de 1 et —17
Qu’en est-il pour le groupe (F*, x)?

Montrer que le morphisme d’anneau ¢ : R[X] — E x F qui a un polynome P
associe le couple (P, P) se factorise en un morphisme ¢ : R[X]/(X*—1) — ExF.

Montrer que v et 1 sont des applications linéaires.
Quelles sont les dimensions des espaces vectoriels R[X]/(X* — 1) et E x F'?
L’application v est-elle injective ?

L’application v est-elle un isomorphisme d’anneaux ?

Exercice 2

On considére ensemble E formé des huit points A = (3,2,1), B = (-3,2,1), C =

(=3,

—2,1), D = (3,-2,1), A’ = (3,2,—1), B = (=3,2,—1), C" = (=3,-2, 1),

D' = (3,—2,—1) de R® . Ces huit points forment les sommets d’un parallélépipede
rectangle. On note G le sous-groupe de O(R?) formé des isométries vectorielles de R3
qui laissent ’ensemble E globalement invariant.

1.

On note FF = {A,B,C,D} et F' = {A’,B',C’, D'}, on a donc une partition
E = FUF"’ en deux faces F' et F” qui sont des rectangles de diagonales d; = [A; (],
dy = [B; D], d3 = [A';C"], et dy = [B"; D'].

(a) Montrer que toute isométrie g de G envoie les diagonales d; et ds sur deux

autres diagonales qui ont un point commun. En déduire que g(F) = F ou
g(F)=F"
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(b) On obtient donc une action du groupe G sur ’ensemble {F, F'} donnée par
Vge G g.F =g(F) et g.F =g(F')

Quelle est orbite G.F' sous cette action ?

(c) Quelest le cardinal de Stab(F') 7 (on pourra remarquer que le groupe Stab(F)
agit sur F')

(d) Le groupe Stab(F') est-il un sous-groupe distingué de G'7
(e) Soit N l'ensemble des ¢léments de G qui envoient la face F' sur la face F'.
i. L’ensemble N est-il un sous-groupe de G'?
ii. Etablir une bijection entre N et Stab(F).
iii. Quel est le cardinal de G'?
iv. Faire la liste des isométries de G.

2. Soit s I'homothétie de rapport —1 et ¢ : Stab(F) x {id,s} — G V'application
définie par ¥ ((h, k)) = hk. Montrer que 9 est un isomorphisme de groupes.

3. Le groupe G est-il commutatif ?

Exercice 3

On considére 'espace vectoriel R® muni de sa base canonique (ey, e, e3) et endomor-
phisme f de R3 dont la matrice dans la base (ey, s, €3) est

3 0 8
M={3 -1 6
-2 0 =5

1. Calculer le polynéme minimal ji., associé au vecteur e; pour ¢ € {1,2,3}.
2. En déduire le polynome minimal p; et le polynéme caractéristique x¢.

3. Donner une base (v, vs,v3) de R? dans laquelle la matrice de f est

4. Montrer que f est un endomorphisme inversible et qu’il existe un polynéme P
dans R[X] tel que f~! = P(f).

5. Calculer M 1.
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Examen du 8 janvier 2013

Documents, calculatrices, et téléphones portables sont interdits. Les deux exercices et le
probleme sont indépendants. Durée de I’épreuve: 4 heures.

Question de cours.

Définir la notion de connexité pour un espace topologique (F,T), et rappeler ce que
sont les composantes connexes de E. Expliquer pourquoi les composantes connexes sont
nécessairement des sous-ensembles fermés de E. Que peut-on dire de plus lorsque E
possede un nombre fini de composantes connexes 7

Exercice 1. (Cube de Hilbert)
On considere I'espace E = (?(N,R) des suites réelles de carré sommable, muni de la norme

1/2
el = (X leal?) s 2= (auene B

neN

On rappelle que E' est un espace de Hilbert, et que si x € F on a |z,| < ||z||2 pour tout
n € Net |x,| — 0 lorsque n — co. On se donne également une suite (a,)nen de nombres
réels positifs ou nuls, et on définit I’ensemble

A= {x:(xn)neNEE OanganpourtoutnEN}.

a) Vérifier que A est un sous-ensemble fermé de E.
b) Vérifier que A est convexe, donc connexe par arcs.
c) Montrer que A est d’intérieur vide, de sorte que A = JA.

d) Montrer que A est borné si et seulement si

> anl? < oo (1)

neN

e) Si la condition (1) est remplie, montrer que A est homéomorphe a ’espace

B = []0.ax]

neN

muni de la topologie produit. Indication: On pourra vérifier que 'application identité
1: A — B est bicontinue, en comparant la convergence des suites dans A et dans B.

f) En déduire que, si la condition (1) est remplie, A est un sous-ensemble compact de E.

1



Exercice 2. (Topologie quotient et décomposition canonique)
Soient (F1, 1), (F2, o) deux espaces topologiques, et f : E; — Es une application continue
et surjective. On définit une relation d’équivalence R sur E; en posant :

xRy sietseulement si f(x) = f(y) .

On note F7/R l'ensemble des classes d’équivalence de F; pour la relation R, et 7 : Fp —
E1/R Vapplication canonique qui associe & chaque élément x de E; sa classe d’équivalence
selon R, notée [x].

a) Montrer qu’il existe une application unique g : £1/R — Es telle que f = gom. Vérifier
que g est bijective.

b) On munit F;/R de la topologie quotient
T = {C’ C El/R‘w_l(C) € 7'1} :

Vérifier que les applications 7 : E1 — F1/R et g : E1/R — E5 sont continues.

c) On suppose en outre que l'application f : E; — F5 est ouverte, c’est-a-dire que I'image
par f de toute partie ouverte de E; est ouverte dans FE5. Vérifier que 'application g :
E1/R — FEs est également ouverte, et en déduire que g est un homéomorphisme.

d) Montrer que les conclusions de la question précédente restent vraies si on suppose seule-
ment que 'application continue et surjective f : F; — FEs possede la propriété additionnelle
suivante :

pour tout A C By, fH(A)em = Acm. (P)

e) On suppose a présent que l'espace E; est connexe par arcs, et que Eo = R est muni de
la topologie usuelle. Si f : F; — FEs est continue et surjective, montrer que la propriété
(P) est vérifiée. En conclure que g : E1/R — E5 est un homéomorphisme.

Indication : Soit A C R un sous-ensemble non vide, et a € A. Vérifier qu’il existe des points
xo,21 € E7 tels que f(xg) =a—1et f(x1) = a+1, et un chemin continu v : [0, 1] — F7 qui
relie 79 & z1. En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, montrer que, si f~1(A)
est ouvert, alors I'ensemble f(([0,1])Nf~1(A)) C A contient nécessairement un voisinage
ouvert de a.

f) On suppose enfin que F; =R\ {—1,+1} et E2 = R sont munis de la topologie usuelle,
et que f: E1 — FE5 est définie par

5 si oz <1,
flx) = 0 si|z[<1,
L6 >1.

r—1

Vérifier que f est continue et surjective, mais que f ne possede pas la propriété (P) et n’est
en particulier pas ouverte. L’application g : E1/R — F5 est-elle un homéomorphisme dans
ce cas”?



Probléme. (Distance de Hausdorff)
Soit (E,d) un espace métrique. Si A et B sont des sous-ensembles bornés non vides de E,
on définit

d(A,B) = sup inf d(z,y) = sup dist(z, B) .
€A YEB €A

Pour tout € > 0, on note aussi B, = {x € F| dist(z, B) < €}.

Premiere partie:
a) Pour tout € > 0, vérifier que §(A, B) < € si et seulement si A C B..
b) En déduire que §(A4, B) = 0 si et seulement si A C B.

c) Si A, B,C C FE sont bornés et non vides, vérifier que

5(A,C) < §(A,B)+4(B,C) .

d) On définit
Dy (A, B) = max(6(A, B),§(B,A)) . (2)

Vérifier que Dy est une distance sur la famille de tous les sous-ensembles fermés, bornés
et non vides de F.

Seconde partie :

On suppose désormais que E est I'espace RY (N € N*) muni de la distance euclidienne
d(z,y) = || —y||2- On note K(E) I’ensemble de toutes les parties compactes non vides de
E, et on munit K(F) de la distance de Hausdorff Dy définie par (2).

e) Vérifier qu'un sous-ensemble F C K (E) est borné pour la distance Dy si et seulement
si UacrA est un sous-ensemble borné de F.

f) Soit (A, )nen une suite de Cauchy dans K (E). On définit

B=()Bn., ot By=|JA, neN.
neN k>n

Ici, ~ désigne l'adhérence dans E. Vérifier que B,, € K(F) et que B,,;1 C B, pour tout
n € N. En déduire que B € K(F).

g) Montrer que §(B,,, B) converge vers zéro lorsque n — oo. Indication: On pourra
raisonner par contradiction, en utilisant la propriété de Bolzano-Weierstrass dans FE.

h) Montrer que §(A,, B) et §(B, A,,) convergent vers zéro lorsque n — oco. En déduire
que K(F) muni de la distance de Hausdorff Dy est un espace métrique complet.




Université Joseph Fourier L3 - Parcours B
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EXAMEN GGMAT35¢

8 janvier 2013

Documents, calculatrices et téléphones portables interdits.
Dans la notation, il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des

justifications.

Durée : 4h
Exercice 1 (Questions de cours)

1. Soit E un espace vectoriel et |.||, ||.||" deux normes sur E. Montrer que ||.|| et ||.||" sont
équivalentes si et seulement si
!/
. BID = B,
T = T

est un homéomorphisme.

2. (a) Montrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est bornée et fermée.

(b) Donner une condition suffisante sur E pour que la réciproque (toute partie bornée
et fermée est compacte) soit vraie. Est-ce que cette condition est aussi nécessaire 7
Justifier votre réponse.

Exercice 2
On prendra soin de justifier toute affirmation le plus soigneusement possible.
On considere les sous-ensembles suivants de R"™.

(n=2)A = {(z,y) e R% 2? + 4% < 1},
(n=1)B = Qnlo,1].

1. Déterminer ’adhérence et l'intérieur de A et B. Justifier vos réponses.

2. Lesquels de ces ensembles sont compacts, connexes par arcs 7 Justifier vos réponses.

Exercice 3 On considere £ = C([0,1];R) et p € [1,00[. On munit E de la norme

rmb:(éﬂﬂmwQué

On considere la suite de fonctions (f,,)nen données par

0 si oz el0,1/2],
fa@) =4 (n+1)(x—1/2) si x€)l/2,1/2+ L],
1 stz €]l/2+ 2,1

T.S.V.P.



1. Montrer que (fn)nen est une suite d’éléments de E. Dessiner fs.
2. Montrer que (f,)nen est une suite de Cauchy pour la norme ||.||,.
(Indication : Yz € [1/2,1] |fm(x) — fu(2)| < |fm(z) = 1] + | fu(z) — 1].)

3. Montrer que (f,)nen ne converge pas dans E. En déduire que (E, ||.||,) n’est pas complet.
(Indication: étudier la valeur en 1/2 d’une limite possible f et arriver a une contradiction).

Exercice 4
On note £? I’espace vectoriel des suites (an)nen de nombres réels telles que Don a? < co. On
munit ¢? du produit scalaire

<(an)n€Na (bn)neN>€2 = Z anbn-

On note ||.||;2 la norme associée. On rappelle que (£2,{.,.)) est un espace de Hilbert. On note

h' = {(an)nen € 0% anai < 00}

Pour (an)nen, (bn)nen € h' on pose

((an)nen; (bn)nen)pt = Z(l + nz)anbw (1)

n

1. Montrer que pour (an)nen € h' on a (Vn? + 1 ap)nen € €2

2. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz montrer que la série dans le membre de droite
de (1) est convergente et que (1) définit un produit scalaire sur h'. Soit |.]|;1 la norme
associée.

3. On note .||z la restriction de la norme |.||;z & h'. Montrer que la norme |.||;1 est plus
fine que la norme ||.|2.

4. On considere la suite (a(m))mey d’éléments de h' donnée par
a(m)y = 1 n=m,
"1 0 n#Em.
a(m) = (0,0, ..,0,1,0,... ...)
/]\
mieme place
En utilisant la suite a(m) montrer que la norme ||.||2 n’est pas plus fine que la norme |.||;1.
On considere maintenant ’application

. (S = (L le)
© (n)nen = (04 1an)nen

5. Montrer que I'application L est bien définie, linéaire et continue. Calculer sa norme triple
L]

6. Montrer que L est bijective. Calculer son inverse L~!. Est-ce que L' est continue ?



Exercice 5
Soit (E,||.]|g) un espace vectoriel normé réel de dimension supérieure ou égale a 2. On note
SE la sphére unité de E.

1. Soient z,y € Sg.

(a) Montrer qu'il existe un sous-espace vectoriel F' de E de dimension 2 tel que z,y € F.

(b) Soit ¥ : R? — F un isomorphisme d’espaces vectoriels. Montrer que ¥ est continue.
En déduire que F'\ {Or} est connexe par arcs.

(c) En déduire que Sg est connexe par arcs.

2. Soit R > 0eta € E. On munit F' = E xR de la norme ||(z, s)|| = max(||z| g, |s|). Montrer
que 'application suivante est un homéomorphisme

Sex]R,+o0c[ — E\ B(a,R)

T (z,s) — a+ sw.

3. En déduire que le complément d’une boule fermée est connexe par arcs.



Université de Grenoble [ Année 2012/2013
Institut Fourier Examen du 28 mai 2013

L3 de Mathématiques, section A
Calcul différentiel

Durée: 3 beures il sera tenu particnliérement compte de la rédaction.
Documents, calculettes et téléphones portables interdits.

Question de cours
0.a. Enoncer une version du lemine de Gronwall et en donner une démonstration,

0.b. Expliciter les conséquences du lemme de Gronwall quant o Uupicité des solutions
dune équation ditférentielle de la forme ¢/ () = f{t, y{(¢)), lo convergence des sclutions
approchées et la continmité des solutions en fonction d'nun paramatre s.

Fxercice 1

On considére dans R Ia fonction définic par
flaey o) =25+ 4% +32 = 2"
La. Déterminer pour quelles valeurs du pavametre A € B Vensemble de niveau
Sy={{zy.2) e B, fle oy 2y =2}
est une sous-variété de R Quelle est la dimension de S5 7

1.h. Pour les valenws A; de A telles qn S5 ne golt pas une sous-variété, montrer quil

A

nn unigue point singulier p; € Sy, que 'on déterminera expliciternent.

JRR
CHIRLE

Le. Powr chague valeur critique A = A, on se propose de montrer qu’il existe un
changement de variable ¢; @ (z,y,2) — (X, Y. Z) = pi(z,y.2) qui soit un difféo-
morphisme de classe O d'un voisinage dun point singulier p; sur nn voiginage

(0.0.0), transtormant Sy, en nu cone quaclxathue. Y a-t-il un résultat théorigue du
cours garantissant a prion cette afirmation ¥ Peut-on prévoir la signature de la forme

it le cone pour chacune des valeurs A;

A

quadratique définiss:

1.d. Factorviser le polvndme 2% — 32 + 2 et en déduire que ponr la valeur critique
A=A~ Oon pput choisiv un changerment de variable o, de la forme ¢ (z, ¥, 3) =
(o, y.w;(2)) oty est une fouction O gue on explicitera, romenant localement 5

4 un eone qua,dl auque X% +Y? — Z% = 0 au voisinage de p,.

Le. Traiter de méme le cas A = A; < 0, et décrive dans ce cas Pensemble 5, an
voizinage de p;.
Exercice 2

re daus B la partie 27 relle que

&
A
o
{2
v

K=1lry el v +y 4+



On considéere snr K la fonction

| oo

gloy2)y=22" =yt + -2

o)

i

2.a. Montrer que K est la réunion de 4 sons-variétés différentiables de R? de différentes
Jdimensions. I'nne d'entre elles étant Pouvert 2 = K° constitné de l'intérieur de K.
2.b. Montrer (sans les calculer) que la fonction g a nécessairement un maximum et
nn minimnm global sur K.

2.c. Déterminer les points critiques de g sur les 4 sous-variétés décrites en 2.a (dans
Je cas de I'hémisphére supérieur, on commencera par observer qu'un tel point critique
vérifie nécessairement y = 0).

2 d. Déduire de 2.¢c la valenr des extrema de g sur K.

Exercice 3

On se propose d’étudier les solutions ¢ — y(t) d'une équation différentielle du second
ordre

(%) y' Ay Ay = f(1)

ot f: R — R est une fonction continue.

3 a. Déterminer les solutions de I'équation homogéne (correspoudant a F=0).

5,

3.b. Ramener I'équation () & un systeme d’ordre 1 en posant Y = (;, ), et donner

une base de solutions du systéme homogene associé.
3.e. En utilisant 3.b.. exprimer I'unigne solution ¢ — y(t) de I'éguation (%) satis-
faisant la condition iuitiale ¥(0) = 0, ' (0) = 0. Expliciter cette solution dans le cas
particulier ot f(#) = e*.

Exercice 4

On considére dans le plan R® le champ de vecteurs
M =(z,y)— Tj(M) = (4z% +y, =2z — y).

4. Déterminer les points singuliers de ce champ de vecteurs.

4b. Calenler les différentielles dV en ces points, et déterminer s'il s'agit de points
singuliers stables on instables.



Calcul différentiel

Licence 3 (parcours B) Université Joseph Fourier, Mai 2013

Pas de document autorisé

Examen, Z/ heures

Exercice 1

Soit f : R? — R de classe C%. On suppose que f verifie la relation :

0% f 0%f

(%) : @(x,w——a—?p(x,y):()-

On pose (u,v) =o(z,y) = (r+y,—z +y).

1. Verifier que o est bijective, et donner o~ !(u,v) (c’est & dire z et y en fonction de u et v).
2

——(u,v

3uav< )

3. Montrer qu’il existe deux fonctions g;, et g, (d’une variable, de R dans R, de classe C?)
telles que F'(u,v) = g1(u) + g2(v).

2. On pose F' = f o o~} Montrer que = 0.

4. Montrer que si ¢(z,y) = hi(z+y)+he(z—y) (pour hy et hy deux fonctions d’une variable,
de R dans R, de classe C?), alors ¢ est solution de 1’équation (%)

5. On suppose toujours que f est solution de (x) et on suppose que

f(z,0) = sin(zx) et %(m, 0) = —cosz.

Montrer que %%(u) =0 et que 22 (—v) = — cosv.
6. En conclure que f(z,y) = sin(z — y).

7. St on interprete la variable y comme le temps, et la variable x comme la position sur un aze,
’éguation proposée est l'équation de propoagation des ondes. Tracer le graphe de (z — f(z,0))
et, sur le méme graphe, celui de (z — f(z,¢)), pour € > 0 petit. Expliquer pourquoi on
peut dire que “l'onde se propage vers la droite avec le temps”. Comment changer les
conditions initiales pour qu’elle se propage vers la gauche ?

Tournez S. V. P



Exercice 2

On se place dans le plan Euclidien. On considéere P, = < (1) ) et P = < Z )

On note fi(z,y) = 2° + (y = D)% et fo(z,y) = (x ~ a)® + (y — b)?, qui donnent les carrés des

distances de '; > a Py et a P, respectivement.

1. On note ¥(z,y) = (filz,y)) + (fo(z,9)).

(a) Dans le cas a = 0,b = —1, que dire de 1 restreinte au cercle unité (de centre 0, de
rayon 1) 7

(b) On suppose désormais a et b arbitraires. Calculer la différentielle de 1 en un point
T

Y

(¢) Trouver I'unique point ol dy s’annule. Calculer la matrice de la differentielle seconde
d?y (en un point quelconque). Est-ce que le point ofl di) s’annule est un minimum
pour %, un maximum, ou ni 'un ni autre ?

(d) On recherche mainfenant un maximum de 1 en restriction au cercle unité {z?+1y? =
1}. En utilisant le principe des extrema liés, montrer que le maximum de % sur le
cercle unité se situe en un point dont les coefficients verifient ay = (b + 1)z.

(e) On suppose que a est non nul, montrer que 1 atteint son maximum en un point
) —a ,
d’abscisse x = . Quelle est son ordonnée ?
a?+ (b+1)2

(f) Sib=a =1 trouver ce point.

(g) Comment choisir a, b pour que ce maximum soit strict et atteint au point < *O ) ?

2. On étudie désormais ¢(z,y) = - (i 2 (i -
L,y 214,

(a) Donner le domaine de définition de ¢, et calculer sa différentielle, 1a ou elle existe.
(b) ¢ admet-elle un maximum ? Un minimum ?

(c) Désormais on se restreint au cercle unité. Montrer que le minimum de ¢ sur le cercle
unité est atteint en un point dont les coordonées (z,y) vérifient (ay) x fi(z,y) =

z % (falz,y)? + fi(z,y)?b).

(d) On se place dans le cas a = 1,b = 1. Le minimum est-il atteint au méme point qu’a
la question 1f7

Exercice 3

Soit f: R*\ {(0,0)} — R? définie par f(x,y) = (z* — 3°, 2zy).

1. Calculer la différentielle de f.

2. Justifier que f est un difféomorphisme local en tout point de R*\ {(0,0)}.

3. Montrer que f n’est pas un difféomorphisme global sur son image.
Fan.

[
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Licence 3 Parcours B

Géométrie

Examen du 24/05/2013, 09h-12h

Les exercices sont indépendants.
1l sera tenu compte de la présentation et de la rédaction. Documents et calculatrices interdits.

Exercice 1. Soit P un plan affine.
1. Soit D une droite affine de P et A € P n’appartenant pas & D. Déterminer ’enveloppe convexe
de DU{A}.
2. L’enveloppe convexe d’une partie fermée de P est-elle fermée 7 Justifier.
Exercice 2. Soit £ un espace affine dirigé par 1’espace vectoriel E. Soient v € E' et A € R\ {0,1}. On

fixe aussi O € £ et on désigne par h 'homothétie de centre O et de rapport A, et par t, la translation
de vecteur v.

1. Vérifier que t, o h et h ot, sont des applications affines.
2. Déterminer I’ensemble des points fixes de t, o h et hot,. Décrire completement ces applications.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour avoir ¢, o h = h o t,.

Exercice 3. Soient a,b,c € R. On définit f : R? — R3 par
f(z,y,2) = (—z+a,y+b,—x +c).

-

1. Montrer que f est affine et calculer sa partie linéaire f .

—
2. Montrer que f est une isométrie de R3, puis que c’est une réflexion orthogonale. Calculer sa
—
trace et en déduire que f est une réflexion orthogonale par rapport & un plan P C R3.
—

3. Déterminer P (on calculera I'ensemble des v € R3 tels que f (v) = v).

4. Déduire de ce qui précede la nature de 'application f (on discutera suivant les valeurs de a, b, ¢).
Exercice 4. Soit P un plan affine euclidien. Soient A, A’, B, B’ quatre points de P tels que A # B
et A" # B’. On rappelle qu'il existe une unique similitude directe f de P telle que f(A) = A’ et
f(B)=HB.

1. Déterminer le rapport de f.

2. On suppose que les droites (AB) et (A’B’) sont paralléles. Montrer que f est une homothétie
(dont on calculera le centre et le rapport) ou une translation (dont on calculera le vecteur)

3. On suppose les droites (AB) et (A'B’) sécantes en un point I. On supposera également que
I¢{A A" B,B'}.
(a) Montrer que f possede un centre O.

(b) Montrer que O est I'un des points d’intersection des cercles C; et Co circonscrits respecti-
vement & TAA" et IBB'.

(c) Déterminer finalement le point O, selon que C; et Ca sont tangents ou non.

Exercice 5. Soit £ une ellipse dans un plan affine euclidien P. On fixe une droite D de 3 On définit

F' comme ’ensemble des points I € P pour lesquels il existe des points Ay, As € £ tels que la droite
—

(A1 Ay) soit dirigée par D et I soit le milieu de Ay As.

UJF - IF - 2012-13



1. Montrer que F' est le segment joignant les points M; et My de £ en lesquels la tangente a la
—
direction D.

2. Que peut-on dire des milieux des segments By Bs ou Bj et By sont des points de £ avec By # Bs
et la droite (B1B3) est parallele a la droite (M Ma)?

UJF - IF - 2012-13



Université Joseph Fourier — Grenoble I

L3 : Licence Sciences et Technologies

UE Fonctions Holomorphes : examen, 22 mai 2012, 9-12 h.

Durée 3h. Tout document est interdit. Les calculatrices et les téléphones
portables, méme a titre d’horloge, sont également interdits.

Autour du cours

1. Vrai ou faux ? Justifiez vos réponses :
(a) z + log(z) est holomorphe sur C — {0}.

(b) Une fonction f : C — C qui est différentiable (aus sens réel) est
holomorphe.

(¢) Une fonction entiere est méromorphe.

(d) La fonction u(z,y) = log(z? + 3?), (z,y) € R?* — {0} est harmo-
nique.

2. Soit f(z) une fonction rationnelle. Décrire le sous-domaine maximal de
C sur lequel f est holomorphe; sous quelle condition f est-elle holo-
morphe en oo ?

3. Rappeler le théoreme sur les développements de Laurent. Discuter la
1/ sin z
, e ’”? et
2 —1 z

4. Soit S C C un sous-ensemble dénombrable sans points d’accumulation
dans C. Supposons que f; et fs sont deux fonctions entieres ayant des
zéros d’ordre 1 dans tout point s € S et nulle part ailleurs. Que peut-on
dire de la relation entre f; et fo 7 Donner une indication de la preuve
de votre assertion.

nature des singularités de



Exercices

1. Trouver toutes les fonctions holomorphes f(z) = u + iv telles que

2?2 — y?

=34+ —2
u + ($2+y2)2

z,y € R.

Ici z = x + iy. Indication : on pourra utiliser que
0 2y ~ 2z(2® - 3y?)
Oy \(z2+¢2)?) (22 +y?)°

2. (a) Rappeler le théoreme de Rouché;

(b) Soit f holomorphe dans un domaine contenant le disque unité
D = {z € C;|z| <1} et tel que |f(z)] < 1 sur D. Montrer que
f(2) = z a une unique solution dans D

3. Soit f(z) méromorphe avec unique pole d’ordre 1 en z = 0 avec résidu
r. On pose g(z) = f(z) + f(—=2). Soit 7, = pe*™ 0 <t < 1 le cercle
de rayon p et de centre 0 et v} les demi-cercles correspondants (avec
meéme orientation) dans les demiplans supérieur /inférieur.

(a) Montrer que g(z) est une fonction entiere. Déduire que

lim [ g(z)dz = 0;

p—0 ’ypi

(b) Montrer que fﬁ fdz = — f%, f(—2)dz. Utiliser (a) pour en déduire

que
ﬁl)l_I}I(l] /+ f(z)dz = ‘171_I>I(1) /_ f(z)dz = mir;
Yo Yo
(¢) On suppose qu'il y a des constantes a > 1 et M > 0 telles que

M
1f(2)] < z_]a’ 2| > 0.

Montrer que N
/0 (f(2) + f(=2))da = mir.

Indication : utiliser le contour ci-dessous (Fig. [1).

2



FIGURE 1 — Contour pour 3(c)

(d) Montrer que pour a,b € R>( on a

/°° cos(2azx) — cos(2bx)

T2

=m(b—a).

Indication : appliquer ce qui précede avec les fonctions f(z) =
eQiaz_l

——, resp. f(2) = Caiatl

22




Intégration et théorie de la mesure
FExamen

21 mai 2013

Documents, calculatrices et téléphones interdits.
On demande d’énoncer clairement chaque théoréeme utilisé et de vérifier les hypotheéses.

Exercice 1:Soit X un ensemble, A une o-algebre sur X et p: A — [0, 4+00] une mesure. Soit p*
la mesure extérieure canonique associée a pu, et A* la famille des ensembles p*-mesurables.

(1) Rappeler la définition p* et A*. Qu'affirme le théoreme de Carathéodory 7

(2) Pour tous E, F' C X on pose uh(F) = p*(ENF). Montrer que u};, est une mesure extérieure.
(3) Montrer que pour tout F C X, les éléments de A* sont u}-mesurables.
(4)

4) Soit £ C X fixé. Montrer la famille F des ensembles du type (AN E) U (A" \ E), avec
(A, A") € A2, est une o-algebre contenant A.

(4) On définit m : F — [0,4o00] en posant m((ANE)U (A" \ E)) = u"(ANE)+ p*(A"\ E).
Montrer que m est bien définie, et que c¢’est une mesure sur F prolongeant .

Exercice 2: Soit (X, A, ) un espace mesuré, et f : X — [0, +o00] une fonction mesurable telle que

/ fdu < 400. Pour tout ¢ > 0 on pose
X

Xy ={r e X t.q. f(x)>1t}etp(t)=pulXy).
(1) Montrer que pour tout ¢ > 0, u(X;) < 400 et que @ est décroissante.

(2) On munit X; x Ry de sa tribu et de la mesure produit de p par la mesure de Lebesgue sur
R,. Montrer que pour tout ¢ > 0, 'ensemble F; = {(z,s) € X; x Ry t.q. f(z) > s} est
mesurable.



(3) Calculer de deux fagons différentes la mesure produit de F;. En déduire que

fdu = /0+<><> p(max(s,t))ds = to(t) + /t+°° o(s)ds.

Xt

+oo
(4) En justifiant le passage a la limite ¢ — 0, montrer que / fdu = / p(s)ds.
X 0

Exercice 3:Soit P un plan de R3, S un point n’appartenant pas au plan, et £ C P mesurable.

m(E

h-
Démontrer que le volume du cone de base E et de sommet S est —3 ou m(F) est la mesure

de Lebesgue de E et h la distance de S au plan P. On utilisera une paramétrisation du cone.
PROBLEME

Premiére partie. On fize (a,b) € R? tels que a < b, et ¢ : [a,b] — R de classe C*. Soit a > 0 tel
que ¢'(t) > « pour tout t € [a, b].

(1) Enoncer le second théoréme de la moyenne.

b
(2) Effectuer, en le justifiant, le changement de variables u = (t) dans I'intégrale / e .

b
/ ePWat| < g
o e’

Seconde partie. On fize (a,b) € R? tels que a < b, et ¢ : [a,b] — R de classe C*. Soit a > 0 tel
que ¢"(t) > a pour tout t € [a,b]. On désigne par m la mesure de Lebesgue sur R. On fize ¢ > 0,
et on pose

L ={te€a,b t.q. ¢'(t) >e}, L={t€a,b] t.q. ¢'(t) < —c}, I3 ={t € [a,b] t.q. [ (t)] <e}.

(1) Montrer que I, I et I3 sont des intervalles compacts.

/ ei”(t)dt' < g et / ei‘p(t)dt‘ < g
n € I €

2
(3) Montrer que / " (t)dt < 2e. En déduire que m(I3) < s
I «

(3) Montrer que si ¢’ est monotone,

(2) Montrer que

b
. 4 2
(4) Montrer que / e“"(t)dt‘ < — 4+ — pour tout € > 0 puis que
u e«

b
/ P qt| < @
o T Va

Troisiéme partie. On fize (a,b) € R? tels que a < b, un entier k > 2, a >0 et p : [a,b] = R de
classe OF tels que ™) (t) > a pour tout t € [a,b]. Montrer par récurrence qu’il existe une constante
Cy > 0, dépendant de k, mais pas de a,b,a ou ¢, telle que

b
i Ci
/ € So(t)dt’ S -
a Qk




EXAMEN
CALCUL INTEGRAL B
MAI 2013

Durée : 3 heures. Aucun document n’est autorisée. Rédiger
avec soin. Lire toutes les questions avant de commencer.
Rappel : Une fonction f est lischitzienne sur [a, ] ssi il existe M > 0
tel que Vz,y € [a, ] :

() = fly)] < Mlz —y].

Question de cours

Soient
f:00,1] =R

une fonction intégrable au sens de Riemann et
g:[0,1] x[0,1] = R

une fonction continue. On définit les fonctions F. G : 0,1] =R :

F(z) = /Omf(t)dt, G(z) :/o g(z, t)dt.

(1) Montrer que F est lipschitzienne et en déduire qu’elle est conti-
nue.

(2) Donner un exemple explicite de f telle que la fonction F cor-
respondante n'est pas derivable.

(3) Donner une condition suffisante sur f pour que F soit derivable.

(4) Montrer que si g est continue alors G I'est aussi.

(5) sig(z,t) = \/z la fonction G est-elle lipschitzienne ?

Exercice 1 :

(1) (a) Déterminer la nature de l'intégrale impropre : et

+o0
/ e Plnx dx
1

(b) Déterminer la nature de la limite :

—+00
lim,— o / e *lnzxdx
T

1



2 CALCUL INTEGRAL B

(2) Pour u > —1, déterminer une fonction f : [0, 0o]— R telle que

n(l+u)= /f

et en déduire que In(1 +u) < w.
(3) Soit n € N. Montrer que :

Vz €{0,n],0 < (1— %) <e™®

(On pourra utiliser la question précédente.)
(4) Soit k > 0.

(a) Justifier que la fonction z + exp(z) est lischitzienne sur
[0, k] et en déduire que si les fonctions f,, convergent vers f
uniformement sur [0, k] alors la suite exp o f,, converge vers
exp o f uniformement sur [0, k]

/ k3

(b) Pour z réel, montrer que la suite (Kl —

318

\ Y
) ) , N>
n

converge vers e .

Dire si la convergence est uniforme :

- sur [0,k], k> 07

— sur [0, 00[ 7

Justifier vos réponses.

(5) (a) Donner une condition suffisante sur la suite de fonctions

fn:[1,k] = R pour que

/m mﬂ/f

(b) Déduire des questions précédentes que

i3

lim (1——) lnxd:c—/+ooe“”1n:z: dz.
1

T~ 00 1 \ 1t/

(on pourra utiliser la relation de Chasles pour récrire la
premiére intégrale comme somme de 2 intégrales sur les
intervalles [1, k] et sur [k, n] respectivement.)

Exercice 2 : Soit 2 < R? un ouvert.

(1) Soit & une fonction continue sur un pavé fermée P C {2

(a) Définir les sommes de Darboux inférieure o(h, S) et supé-
rieure $(h,S) de h par rapport a une subdivision S de
P.

(b) Donner un encadrement de l'intégrale de Riemann de la
fonction A par les sommes de Darboux.



CALCUL INTEGRAL B 3

(c) Sion suppose que h(z,y) > n, en déduire que

/ h(z,y)dzdy > n x m(P),
P

ot m(P) dénote la mesure du pavé P.

(2) Soit h: Q@ — R une fonction continue .
Montrer que si A(zg,yo) > 0 alors il existe n > 0 et € > 0 tel
que
Iz, ) = (2o, v0)loo < € = h(z,y) =7
(3) Soit f une fonction admettant les dérivées partielles d’ordre 2
continues sur )

(a) Soit (zo,yo) un point de . En appliquant le théoréme de
Fubini sur un pavé P contenant (zg,ys) montrer que
h(zg,10) < 0 on fonction A : ) — R est définie par :

0 f

- Oz0y  Oydzr
|On pourra prendre P = [zg — €, 79 + €] X [yo — €, %0 + €] et
utiliser la question (1c) |

(b) En considérant la fonction —h montrer que
h(:CO)yO) = O; v(CEDa yO) €

c’est-a-dire

5f _ 5
dxdy  Oydx’

Exercice 3 :
Soit f : R — R la fonction 27 périodique définie sur [—7, 7] par

flz) = z*.
(1) Déterminer la série de Fourier de f.

Kia 400 1
(2) Caiculer/ z* dz. En déduire g —.
n
™ n==1

2 +0o0
(3) Montrer que : Vz € [~7, 7], 2* = Z;— + 42 <_>;_205@x_>‘
n=1
(4) En déduire f L
n?’

n=1
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Exercice 1

1. Soit f une fonction de classe C? de [0, 1] dans R. Soit o > 0.

On s’intéresse a I’équation différentielle suivante ot a € R est fixé.

—2"(t) + ax(t) = f(t)
(%) z(0) =0
Z0)=a.

On note z, : [0,1] — R la solution de (x).
(a) Ecrire 'équation différentielle (x) sous la forme d’un systeéme de deux équations
. . t
du premier ordre, X'(t) = AX(t) + B(t), ou X(t) = ( ;U,((t)) ) est la fonc-
tion inconnue, A est une matrice 2 x 2 a déterminer et B une fonction de
[0,1] — R? & déterminer.

(b) Ecrire la méthode d’Euler associée a I’équation (%) avec pas constant h = %
On posera t, = nh et 'on notera (Z,)o<n<n la suite obtenue, avec Z, =
( 27 > Donner Z.

Zn

(¢c) On admet la généralisation en dimension deux du théoréme vu en cours
montrant que la méthode d’Euler est convergente et donc, en particulier,
maxo<n<n |2n — Tal(tn)| — 0 quand N — oco. En déduire que zyn tend vers
zq(1) quand N — oo.

2. Soit y : [0,1] — R la solution de I'équation différentielle
—y"(t) + ay(t) = 0

y(0) =0
y'(0)=1.
1

Soit (Wp,)o<n<n la suite associée par la méthode d’Euler & pas constant h = -



(a) Montrer que pour 0 < n < N, W,, = (Iy + hA)"Wjy ou Wy est un vecteur de

R? & déterminer et I désigne la matrice identité sur R?.

(b) Montrer que les valeurs propres de Iy + hA sont 1+ hy/a et 1 — hy/a.

En déduire que Iy + hA est diagonalisable et qu’il existe deux matrices R et
S telles que pour tout n > 0,

(I + hA)" = (1 4+ hva)"R+ (1 — hy/a)"S .

(c) En utilisant la formule précédente pour n = 0 et n = 1, montrer que

1 1 1 1
R= 5(—72%-%14) ;8= 5(12— ﬁA)

(d) Calculer Wy et sa limite quand N — oo.

3. On note (V;,)o<n<n la suite associée a I’équation (x) pour a = 0, obtenue par la

4.

méthode d’Euler de la question 1(b).
Montrer que la suite (Z,)o<n<n associée a I’équation () pour a € R quelconque
est donnée par :

Zn =aW, +V, pourtout 0 <n < N.

(a) Montrer que I'on peut choisir @ € R de telle maniere que (Z,,)o<n<n satisfait

N . AN
zy = 0. On notera ay cette valeur de a, (ZT(L ))OSnSN la suite associée a

(N)

I’équation () pour a = ay, et z, ' la premiére composante de Z,SN).

(N)

Déterminer z;, ’ en fonction de apy, w, et v,.

(b) Montrer que quand N tend vers 400, ay tend vers

a _ 1‘0(1)
7 sinh(y/a)

Ja

(c¢) Montrer que 0 = axy(1) + zo(1).

(Rappel : xq est la solution de (%) pour a = 0 et y est la solution de (kx).)

5. On considere a présent I’équation différentielle :

=" (t) + ap(t) = f()
(%) $(0) =0
P(1) =0

(a) Montrer que la fonction ¢ définie sur [0,1] par ¥(t) = acoy(t) + xo(t) est

solution de (k * ).

(b) Montrer que Ey = maxo<p<n \z,(LN) — (t,)| tend vers 0 quand N — +o0.

(¢) Déduire des questions précédentes un algorithme pour déterminer une solution

approchée de I'équation (x * ).
L’implémenter sur Scilab en prenant o« = 1. Donner une valeur approchée de

1(1/2) pour f(t) =t.



Exercice 2

On s’intéresse au probléme suivant : Etant donnée une matrice A € My(R), trouver une
matrice B € My(R) telle que B? = A.

1. Montrer que pour A = < 8 (1) ), le probleme n’a pas de solution.
0 01 01 =

2. Montrer quepour A= 0 0 0 |,toutematrice B=1| 0 0 1 avec z € R
000 000

est solution.

3. Montrer que si A est diagonalisable avec des valeurs propres positives, il existe
une matrice B diagonalisable & coefficients positifs commutant avec A telle que
B? = A.

4. On propose de déterminer B de maniere approchée grace a la méthode de Newton-
Raphson, en utilisant la fonction

(a)

F: MyR) — MyR)
X = X2-A.
En calculant F(X + H) — F(X) pour X et H dans My(R), montrer que la
différentielle de F' en X est donnée par :
DF(X): MgR) — Mqy(R)
H +— DF(X).H=HX+XH.

La suite utilisée pour la méthode de Newton-Raphson si elle existe, est définie
par Xg € My(R) et pour n > 1,

X, =Xn_1— (DF(Xp_1)) L. F(Xno1)

On est donc ramené a étudier I'inversibilité de DF(X).

On rappelle que si X € My4(C), il existe une matrice inversible P € M (C)
et une matrice triangulaire supérieure T' € M,4(C) tels que X = PTP~L.
Soit K et H dans My(R).

Montrer que XH + HX = K si et seulement si TH + HT = K avec H =
P'HP et K = P'KP.

Notons Aq,...,Aq les éléments de la diagonale de T. On suppose que pour
tout 1 <4,j <d, \; +Xj #0.

Montrer alors que pour tout K € M (C) et toute matrice triangulaire supérieure
T € My(C), Péquation TH + HT = K a une unique solution H € Mgy(C),
qui peut étre déterminée récursivement comme suit :

(T + \Iy)H, = K,
i—1
(T+ NIg)H; = K; = Y tiH; L i=1,....d,
j=1



(d)

ou Hi,...,H, sont les vecteurs colonnes de H, K1,..., K, sont les vecteurs
colonnes de K, I; est la matrice identité d x d, et t;;, 4,7 = 1,...,d, sont les
éléments de matrice de T'.

Montrer que si X n’a pas de valeurs propres opposées (en particulier 0 n’est
pas valeur propre), alors DF(X) est inversible.

5. On suppose qu'il existe B telle B?> = A et telle que B n’a pas de valeurs propres
opposées.

(a)

(b)

Montrer alors que si X est suffisament proche de B, la méthode de Newton-
Raphson converge.

On considere un tel Xj.

On suppose que Xy commute avec A.

Montrer alors par récurrence que pour tout n > 1, X,, commute avec B et
que X,, = % (Xn_l + (Xn_l)*lA).

(On montrera que H, = %(Xn,l — (Xn,l)_lA) vérifie DF(X,—1).H, =
F(anl)')

0 1 0
Application numérique : Soit A= 0 0 1
6 —11 6

En prenant Xy = I3, calculer le nombre d’itérations nécessaires ng pour avoir
|||X2, — Alll < 0,0001 en utilisant la suite donnée par la question précédente.
Donner X,,, et szm

(La matrice identité de Iy s’écrit eye(3,3) avec Scilab et le calcul de la norme
se fait par la fonction norm .)
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Les exercices sont indépendants.
Le baréme est donné a titre indicatif. 1l sera tenu compte de la présentation et de la rédaction.
Documents et calculatrices interdits.

Exercice 1 (Ensemble AB ou A et B sont deux sous-groupes d'un groupe G). [Environ 4 points]

Soient A et B deux sous-groupes d’un groupe G. On note f I'application de A x B dans G définie
par f(a,b) = ab. On note AB = f(A x B) ={ab; (a,b) € Ax B} et H le sous-groupe de G engendré
par AU B.

1.
2.
3.

Montrer que AB C H.
Donner un exemple ot AB n’est pas un sous-groupe de G.

Montrer que f est un morphisme de groupes si et seulement si tout élément de A commute avec
tout élément de B.

En déduire que si tout élément de A commute avec tout élément de B, alors AB = H.

5. Dans cette question, on suppose que pour tout (a,b) € A x B, bab~! € A. Montrer alors que

AB = H et que A est distingué dans H.

Dans cette question, on suppose que A et B sont finis et que leurs ordres sont premiers entre eux.
Montrer alors que f est injective. Qu’en déduit-on sur le cardinal de AB 7 Indication : prendre
(a,b) et (a’,b') dans A x B tels que ab = a'l/, et regarder 1'ordre de a~'a’.

Exercice 2 (Probabilité pour que deux éléments commutent dans un groupe fini non abélien). [Environ 4
points|

1.
2.

Montrer que tout groupe fini d’ordre premier est cyclique.

Soit G un groupe. Montrer que son centre Z(G) = {z € G : Yy € G,xy = yzx} est un sous-groupe
distingué dans G. Montrer que si le groupe G/Z(G) est cyclique, alors G est abélien. Si G est
d’ordre fini, quelle relation y-a-t-il entre les ordres de G, de Z(G) et de G/Z(G)?

Soit G un groupe fini d’ordre n, non abélien.
(a) A Paide des questions précédentes, montrer que Z(@G) est d’ordre au plus n/4.

(b) Pour x € G, on note C; = {y € G : xy = yz} 'ensemble des éléments de G qui commutent
avec z. Montrer que C, est un sous-groupe de G. En déduire que si x ¢ Z(G), alors C,, est
d’ordre au plus n/2.

(c) En déduire que I'ensemble B = {(x,y) € G? : 2y = yz} a au plus 5n?/8 éléments.

Remarque (inutile pour l’exercice) : on peut interpréter ce résultat en disant que la probabilité pour
que deux éléments choisis indépendamment et uniformément dans G commutent est au plus 5/8.

Suite au dos

UJF - IF - 2012-13




Exercice 3 (Anneau des nombres dyadiques). [Environ 6 points] On note D I’ensemble des rationnels
de la forme a/2" ot a € Z et n € N.

1. Montrer que D est un sous-anneau de Q.

2. On note D* ’ensemble des éléments inversibles de D. Montrer que D* est ’ensemble des ration-
nels de la forme 2% ot e € {~1,1} et k € Z.

3. Soit x € D\ {0}. Montrer que z s’écrit de fagon unique sous la forme z = b2k, avec b € Z impair
et k € Z. On pose alors f(z) = |b|. Montrer que 'application f ainsi définie de D \ {0} dans N
est un stathme euclidien sur D. Quelles propriétés de D en déduit-on ?

4. Soit P € Z[X]. Rappeler pourquoi la division euclidienne de P par X — 2 a un sens dans Z[X].
En déduire que P(2) = 0 si et seulement si X — 2 divise P dans Z[X].

5. Soit S I'ensemble des polynoémes de Z[X] qui ne s’annulent pas en 0.
(a) Soient A € S. En notant n le degré de A et A = Y7} ap X, on définit A € 7[X] par
A=3""_yan—X*. Montrer que A € S et que pour tout z € Q*, A(z) = 2"A(1/x).
(b) Montrer que, pour tous A et B dans S, on a AB € S et AB = AB.

(c) Soit P € S. A I'aide des questions précédentes, montrer que P(1/2) = 0 si et seulement si
2X — 1 divise P dans Z[X].
(d) Etendre ce résultat & tout polynéme de Z[X].

6. Montrer que D = {P(1/2) ; P € Z[X]}. En déduire un isomorphisme de Z[X]/(2X — 1)Z[X]
vers D.

Exercice 4 (Trigonalisation simultanée). [Environ 6 points| Soit £ un K-espace vectoriel de dimension
finie, supérieure ou égale a 1. Soit F une partie de L(F) formée d’endomorphismes trigonalisables qui
commutent deux-a-deux.

1. Pour u € F, que sait-on sur le polynéme minimal p, et sur ses racines?

2. Montrer que si S est un sous-espace propre d’un endomorphisme v € F, alors S est stable par
tout élément de F.

3. Montrer que si S est un sous-espace stable par tout élément de F', les endomorphismes induits
ug pour w € F sont trigonalisables et commutent deux-a-deux.

4. Dans cette question, on montre par récurrence sur la dimension de F que les éléments de F ont
un vecteur propre en commun.

(a) Montrer le résultat en dimension 1.

(b) Soit n > 2. On suppose le résultat vrai en toute dimension comprise entre 1 et n — 1, et on
suppose que F est de dimension n. Montrer le résultat pour F. Indication : si F contient
un endomorphisme v qui n’est pas une homothétie, utiliser les questions précédentes.

On note E* le dual de E. Pour £(E), on note ‘u le transposé de u. On rappelle que ‘u est
I'endomorphisme de E* défini par ‘u(¢) = ¢ ou pour ¢ € E*. On rappelle que I'application
u— ‘u de L(E) dans £(E*) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

5. Pour u,v € L(E), k € Net P € K[X], déterminer *(u o v), {(u¥) et tP(u). En déduire que 'u a
méme polynéome minimal que u.
En déduire que la famille 'F = {u ; u € F} vérifie les mémes hypotheses que F.

7. En utilisant les questions 4 et 6, montrer I'existence d’un hyperplan stable par tous les éléments
de F.

8. En raisonnant par récurrence sur la dimension de E, montrer ’existence d’une base trigonalisant
tous les éléments de F.

UJF - IF - 2012-13
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Examen du 21 juin 2013.

Tous documents, calculatrices et téléphones portables interdits.

Il sera particulierement tenu compte du soin apporté a la rédaction.

Baréme indicatif : question de cours : 3, exercice 1 : 4, exercice 2 : 7, exercice 3 : 2,
exercice 4 : 6

1.

2.
3.

Questions de cours

Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble F;
(a) Montrer que lorbite d'un élément x de E est toujours finie.

(b) Citer une relation liant le cardinal de G, celui de I'orbite de z et celui du
stabilisateur de z.

(c) Montrer cette relation.
Soit A un anneau intégre , quand dit-on qu'un élément = de A est irréductible ?

(a) En utilisant la division euclidienne dans I'anneau Q[X] des polynémes a
coefficients dans Q, montrer que tout idéal de 'anneau Q[X] est un idéal
principal.

(b) En déduire que si P est un polynéme irréductible de Q[X] alors I'idéal de
Q[X] engendré par P est un idéal maximal de Q[X].

Exercice 1

On considére l'action de S5 sur lui-méme par conjugaison, c’est a dire 'application

a: S5 x S5 — Ss qui & un couple de permutations (7, o) associe la permutation 7o7~".
1.
2.
3.

1

Vérifier que 'on définit bien ainsi une action.
Quelle est l'orbite du cycle ¢ = (1,2, 3) sous cette action ?

Montrer que le stabilisateur C'; du cycle ¢ sous cette action est I’ensemble des
permutations de S5 qui commutent avec c.

Quel est le sous-groupe de S5 engendré par un 3-cycle a?

5. Soit {a, b, c} un sous-ensemble de {1,2,3,4,5}, combien de cycles de S5 ont pour

support {a,b,c}?
Combien y a-t-il de 3-cycles dans S5 7



Université Joseph Fourier Licence de Mathématiques, L3B, 2012-2013

7.
8.

10.

11.

Quel est le cardinal du stabilisateur C; du cycle ¢?

Montrer que C; contient autant de permutations paires que de permutations
impaires.

Décrire C.

On considére maintenant Paction du groupe As sur Ss par conjugaison, c’est &
dire I'application a : A5 x S5 — S5 qui & un couple de permutations (7, o) associe
la permutation 707!, Quel est le stabilisateur Cy du cycle ¢ sous cette action ?

En déduire 'orbite du cycle ¢ sous 'action de As.

Exercice 2

On considére le sous-ensemble G de C constitué des racines huitiémes de 'unité dans
C, c’est-a dire

SEEAN o

G={z€C, =1}
Montrer que G est un sous-groupe du groupe multiplicatif C*.
Quel est le cardinal de G'7
Montrer qu'un élément z de G est d’ordre 8 si et seulement si 2* = —1.
En déduire que GG posséde exactement 4 éléments d’ordre 8.
Etablir la liste des éléments d’ordre 8 de G.

Quelle est la décomposition du polynome X* 4 1 en produit de facteurs irréduc-
tibles de C[X]?

Quelle est la décomposition du polynome X* 4 1 en produit de facteurs irréduc-
tibles de R[X]?

8. Le polynome X? + 1 est-il irréductible dans Q[X]?

9. On considére w; = €' et le morphisme d’évaluation e; : Q[X] — C qui a un

polynome P de Q[X] associe P(wy).
(a) L’image A; de e; est-elle un sous-anneau de C?7
(b) Montrer que le noyau de e; est 1'idéal de Q[X]| engendré par le polynome
X441
¢) Existe-t-il un morphisme d’anneaux f : Q[X]/(X® — 1) — C qui factorise
() P £ QIXT/( ) q
e;? (si on note p; : Q[X] — Q[X]/(X® — 1) le morphisme de passage au
quotient, " f factorise e;" signifie e; = f o py).
d) Existe-t-il un morphisme d’anneaux g : Q[X]/(X* + 1) — C qui factorise
g
e1? (si on note py : Q[X] — Q[X]/(X* + 1) le morphisme de passage au
quotient, "g factorise e;" signifie e; = g o py).

2
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(e) L’image de A; de e; est-elle un sous-corps de C?

10. On note ws = €' et on considére le morphisme d’évaluation e; : Q[X] — C qui
a un polynome P de Q[X] associe P(w3).

(a) Quel est le noyau de ez ?

(b) On note Az I'image de e3. Montrer que ws € Ay et wy; € As. En déduire que
Ay = As. On notera A = A; = As.

(c) Montrer qu’il existe un isomorphisme d’anneaux ¢ : A — A tel que ¢(w;) =
w3

Exercice 3

On considére 'espace vectoriel R® muni de sa base canonique (ey, e, e3) et Pendomor-
phisme f de R3 dont la matrice dans la base (ey, s, €3) est

00 -1
M=|10 -1
01 0

1. Calculer le polynome minimal zif., de ’endomorphisme f, associé au vecteur e;.

2. En déduire le polynéme minimal ;i de 'endomorphisme f et son polynéome ca-
ractéristique .

3. Montrer que f est un endomorphisme inversible et qu’il existe un polynome P
dans R[X] tel que f~! = P(f).

4. Calculer M1,

Exercice 4

1. Soit Zzzg a; X* un polynome de Z[X] de degré d. Soit r = £ une racine rationnelle
de ce polynéome avec p,q € Z — {0} premiers entre eux. Montrer que ¢ divise aq
et que p divise ag dans Z.

Dans les questions suivantes on considére le polynome A = X3 + X + 1.
2. Montrer que A n’a pas pas de racine dans Q et qu’il est irréductible dans Q[X].
3. L’idéal I = AQ[X] est-il un idéal premier de Q[X]?
4. L’idéal T est-il un idéal maximal de Q[X]?

3
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d.

10.
11.

On note L l'anneau quotient Q[X]/AQ[X] et G = L\ {0}. Montrer que tout
élément de L est inversible et en déduire que la multiplication des polynomes
induit une structure de groupe sur G.

On considére le Q-espace vectoriel E = Q3 , et un endomorphisme f de E tel
que f3+ f+id = 0.
Quel est le polynéme minimal de f 7

. Montrer que l'on peut définir une application a : G x E — E par a(P,v) =

P(f)(v) et que cette application est une action du groupe G sur I’ensemble E.

Existe-t-il un vecteur non nul v de £ dont le polynome minimal /i, soit de degré
strictement inférieur a 37

. Existe-t-il un vecteur v non nul de F tel que la famille (v, f(v), f%(v)) ne soit pas

libre 7
Quelle est I'orbite d’un vecteur v de E sous 'action a?

Quel est le stabilisateur d’un vecteur v de E sous ’action a?
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L3 de Mathématiques, section A
Calcul différentiel (examen, 2&éme session)

Durée: 3 heures — il sera tenu particulierement compte de la rédaction.
Documents, calculettes et téléphones portables interdits.

Exercice 1

Pour p > 1 on munit U'espace R? de la norme N,(z,y,2) = (Jz[P + |y|? + |2|P")'/P et
on pose également f,(z,y, z) = ||’ + |y|P + |2|P.

l.a) Préciser la classe de différentiabilité en 0 de la fonction =z +— P sur [0, +oof
lorsque p > 1, et en déduire la classe de différentiabilité de f,.

1.b) Déterminer les points de R3 en lesquels la fonction N, est différentiable, et
expliciter la différentielle dN,, aux points de différentiabilité. (Pour simplifier les
notations et éviter d’introduire des cas multiples, on pourra introduire la fonction
signe o(x) telle que o(z) =1siz >0, o(x) = —1si z <0 et 0(0) =0). Pour quelles
valeurs de p la fonction N, est-elle indéfiniment différentiable en dehors de 'origine ?

1.c) Montrer que les spheres S,(r) = {u € R?; N,(u) = r} de rayon r > 0 sont des
sous-variétés différentiables de R pour tout p > 1. Préciser leur dimension et leur
classe de différentiabilité.

1.d) Déterminer les extrema de la fonction linéaire ¢(x, y, z) = x4+ y + z sur la sphere
S4<T) = {<x7y7 Z) € Rs; f4(x,y,z) —rt = O} (T > O)

1.e) [Question bonus hors baréme] Montrer que les différentielles dfy et dfy sont
indépendantes en dehors de la réunion des droites de la forme {(¢,0,0)}, {(¢,¢,0)},
{(t,—t,0)} & permutation pres des coordonnées (soit 9 droites), et {(t, £t,+t)},t € R
(soit 4 droites). Calculer les extrema de la fonction f4 sur Sz(r). En déduire que
I'intersection Sy(r) N Sy(r') est vide si 7/ > r > 0 ou 374 > ¢/ > 0, réduite a
un ensemble fini si ¥’ = r > 0 ou 7’ = 374 > 0, et que c’est une courbe lisse si
' Jr € 1371/4 1] . 27Y/4. Déterminer les constantes optimales permettant d’encadrer
N4 par des multiples de Ns.

Exercice 2

On se place dans l'espace de Banach E = C°([0,1],R) des fonctions continues de
[0,1] dans R, muni de la norme || f|loc = sup,ep,17|f(2)]- On considere I'application
:FE— E, frg=®(f) telle que

g(x) = /Ow f(t)2at pour tout z € [0, 1].

2.a) Montrer que ® est différentiable sur F tout entier et calculer explicitement sa
différentielle d® en tout point f € E.

2.b) Calculer d?® et les différentielles successives d*® € LF(E* E) pour k > 3. Le
résultat était-il prévisible 7



2.c) Déterminer une constante de Lipschitz A pour ® sur la boule fermée B(0, R)
relativement a la norme || |-

2.d) Montrer que I’équation fonctionnelle f + ®(f) = g admet une solution voisine
de 0 lorsque g € B(0,r) et que r > 0 est assez petit. On précisera si possible une
valeur explicite de r et une valeur du rayon R de la boule B(0, R) dans laquelle on
peut trouver une solution f unique.

2.e) On suppose que g est de classe C* sur [0,1]. Montrer que f est solution de
Iéquation f + ®(f) = g si et seulement si f est solution de 1’équation différentielle
f'+ f? = ¢’ avec la condition initiale f(0) = ¢g(0). Déterminer cette solution dans le
cas de la fonction constante g(z) = a. En déduire une majoration des rayons r > 0
pour lesquels 1’équation f + ®(f) = g peut se résoudre dans E pour tout g € B(0,r).

Exercice 3

On considere ’équation différentielle du second ordre

(€) —5 Tyt) = f(t)

ou f : R — R est une fonction continue.

3.a) Déterminer les solutions de 1’équation homogene (f = 0 identiquement). Que
donnent les résultats généraux du cours quant a la nature de 1’espace des solutions
pour f quelconque ?

3.b) Ramener (£) & un systeme différentiel d’ordre 1 en posant Y (t) = (5’((?))
et donner une base du systeme homogene associé. En déduire sous forme intégrale
I'unique solution de ’équation (&) telle que y(0) = 4’'(0) = 0.

3.c) Résoudre pour u € ]0, 400 I’équation différentielle

(&) 22 % ) = g(w)

ou u +— z(u) est la fonction inconnue. On effectuera pour cela le changement de
variable u = €', t € R, et on posera y(t) = z(e'). Exprimer sous forme intégrale la

solution générale de (€) telle que z(1) = 2/(1) = 0.



Calcul différentiel

Licence 3 (parcours B) Université Joseph Fourier, Juin 2013
Pas de document autorisé

On portera une attention particuliere a la rédaction.

Examen, 4 heures

Exercice 1

Soit une application de classe C2, f : R> — K avec K = R ou C identifié & R2. On dit que f est

0 f (.y) + o0 f
x

@27 ()2

1. Montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques.

RZ —» C RZ C
f:{ (z,y) — et g:{ (z,y) = (z+iy)" (neN)

harmonique si

(z,y) = 0 pour tout x,y.

2. Soit v : R — R de classe C?, et h: R% x R — R définie par h(z,y) =v (g)

x
(a) Montrer que h est harmonique si et seulement si v vérifie I’équation différentielle

2t
14142

v+ v =0.

(b) Trouver les fonctions v rendant h harmonique.

3. Soit ¢ : R? — R une fonction de classe C?, et Dy le disque fermé de R? de centre (0,0) et de
rayon R > 0; D = {(x,y), 2% + y*> < R*}.
22 + o2
Soit p € N*, et ¢, : R? — R définie par ¢,(z,y) = ¢(z,y) + .
p
(a) Justifier que ¢, admet un maximum sur Dpg, c’est a dire que :

3(ap,by) € Dp, Pplap, by) = max  ¢p(x,y)

(b) Montrer que si le point (ay, b,) appartient a IO) R, Uinterieur du disque, alors, en ce point, on
. 0%y 0%¢p

" ()2 (9y)?

les caracterisiques de d2gz§p que la situation impose).

(ap, bp) <0 et

(ap,bp) < 0. (On pourra utiliser un DL & l'ordre 2, et donner

4. Dans cette question, on suppose ¢ harmonique.
(a) Montrer que le point (ay, b,) est sur le cercle Cr = {(x,y), 2> + y* = R*}.

(b) Montrer que sup ¢(x,y) est atteint en un point du cercle Cg.
(m,y)EDR
5. En déduire que si deux fonctions harmoniques définies sur le plan sont égales le long d’un cercle
C du plan, alors elles sont égales sur le disque bordé par ce cercle.

Tournez S.V.P



Exercice 2

R"™ — R
n

Soit f :
=1

n
. Soit s > 0. On pose I' = {X = (21,...,25) € (R})", sz = s}
i=1

Trouver le maximum de f en restriction a I, c’est & dire sup{f(X), X € T'}.

. En déduire 'inégalité arithmético-géométrique ci dessous (qui dit que la “moyenne géométrique”

est toujours inférieure & la moyenne arithmetique)

n % 1 n
1= 1=

Exercice 3

On considere la partie C de R? définie par

N

SRS S

C={(z,y), Y’ @+ 1) +2°@" +1) =1},

. Montrer qu’il existe un unique b > 0 tel que le point (%, b) soit dans C. Déterminer b.

Justifier qu’au voisinage de (%, b), C est une courbe, et déterminer I’équation de la tangente a C
en ce point.

Trouver I'unique fonction ¢ :] — 1,1[— R™ telle que (z, p(z)) € C pour tout = €] — 1,1].
Montrer que p(z) = p(—x) et que ¢ est décroissante sur [0, 1].
Tracer C.

Enoncer le théoreme des fonctions implicites, et montrer qu’il existe exactement deux points de
C en lesquels ce théoreme ne s’applique pas.

Exercice 4

On fixe une fonction ¢ : R — R, de classe C!, qui est paire et (27)-periodique.
On considere I'équation différentielle

E: v —qgxy=0

. En introduisant z = 3’ donner une equation différentielle linéaire matricielle d’ordre 1 dont la

résolution équivaut a celle de £.

2. Verifier que si y est solution, alors w(t) = —y(—t) est aussi solution.

3. En utilisant le théoréme de Cauchy-Lipschitz, montrer qu'une solution y est une fonction impaire

si et seulement si y(0) = 0.

Prouver que l'espace des solutions de £ ne peut pas admettre une base de solutions constituée
de fonctions impaires.

. Prouver que l'espace des solutions de £ ne peut pas admettre une base de solutions constituée

de fonctions paires.

Montrer que le Wronskien du systeme est constant.

Fin du sujet.
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Licence 3 Parcours B

Géométrie
Examen du 20/06/2013, 14h-17h

Les exercices sont indépendants.
Il sera tenu compte de la présentation et de la rédaction. Documents et calculatrices interdits.

Exercice 1. Soient & un espace affine dirigé par Z.0n rappelle que GA(E) est le groupe des bijections
affines de & sur £. On définit

7= {f € GA(&); fog =go f pour toute g€ GA(E)}.

L. Soient f € GA(E) et 2 € z.

(a) Justifier le fait que f oty o f~1 est une application afline.

(b) Montrer que fot,o f~! est une translation dont on précisera le vecteur.
2. Montrer que Z est un sous-groupe distingué de GA(E).

3. En utilisant la premiére question, donner tous les éléments de GA(E).

Exercice 2. Soit f: R? — R® définie par
1 1 1 ,
flayz) = {5 Be+ 2+ 2 - D, 5@ty +2 “Ds(-r -2tz 1)),

1. Vérifier que f est affine et déterminer sa partie linéaire.
2. Quels sont les points fixes de f 7

3. Déterminer la nature de f.

Exercice 3. Soit £ un espace affine euclidien de dimension 3. Soient Dy et Dy des droites affines de £.
— — —

On veut montrer qu’il existe une droite affine D de & telle que D soit orthogonale & Dy et & Dy, et de

plus DyND # @ et Do D # ).

P —
[. On suppose d’abord que D, = Dy. Montrer I'existence de D dans ce cas.
~—

2. On suppose maintenant 5—1. # 5)2 Soit P le sous-espace vectoriel de I engendré par 5{ et Doy
(a) Montrer que P est un plan.
(b) Montrer que, si D a les propriétés demandées, alors D = PL.
(¢) En déduire que D existe et est unique. On pourra introduire le plan aftine contenant Dy
et de direction 23; + PL ainsi que le plan affine contenant Dy et de direction 5; + Pt en
justifiant leur existence.

3. On suppose dans cette question que Dy et Dy ne sont pas paralleles. Soit sy la symétrie ortho-
gonale par rapport & Dy et sy la symétrie orthogonale par rapport a Dy. En utilisant la question
précédente, montrer que sy o 59 est un vissage et le décrire.

Exercice 4. On considere dans R? les ensembles

ProA(ryz) RS 2wty 1 =0}, Pr= {(0,y,2) €RY gtz -1 =0},
) R&.

Py={(ryz) eR wpz—1 =0},

DIF - IF - 2012-13




L. Justifier que Py, P, et Py sont des plans affines.

2. Soit A € R. Déterminer les projections orthogonales du point (1,1, X) sur P, P, ot .

(‘ZO

Déterminer les A € R tels que ces projections soient alignées.
4. Quand ces projections ne sont pas alignées, déterminer une équation du plan affine passant par
ces projections orthogonales.
Exercice 5. On pose
E = {(.17:, y) e R 2%+ 4y* — Ry =0},
On note O = (0, 0).
1. Justifier que & est une ellipse, déterminer son cenire w.

2. Soit P € R® n’appartenant pas a £. Soient M et M’ des points qui varient sur £, symétriques
par rapport a w et distincts de 0. On note (a,b) les coordonnées de P,

{(a) Si M a pour coordonnées (2, y), quelles sont les coordonnées de M/ 7
(b) Détevminer les coordonnées des projections orthogonales de P sur les droites OM et OM'.

(¢) Tn déduire que ces projections orthogonales sont toujours alignées avec un point fixe
(indépendant de M et M’) qu’on déierminera.

HIF - IF - 2012-13
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L3 : Licence Sciences et Technologies

UE Fonctions Holomorphes : examen, 21 juin 2012, 9-12 h.

Durée 3h. Tout document est interdit. Les calculatrices et les téléphones
portables, méme a titre d’horloge, sont également interdits.

Autour du cours

1. Vrai ou faux ? Justifiez vos réponses :
(a) z— 4/z est holomorphe sur le demi-plan Re(z) > 0.
(b) Une fonction holomorphe est conforme.

(c) Une fonction entiere est entierement déterminée par ses zéros (avec
leurs multiplicités.)

(d) La partie réelle d'une fonction holomorphe est une fonction har-
monique.

2. Enoncer le principe du maximum.

3. Montrer : chaque fonction holomorphe a une primitive dans un voi-
sinage de chaque point de son domaine de définition. Est-ce que cela
reste vrai globalement ?

Exercices

1. Soit f une fonction holomorphe sur un domaine D. On suppose que f
est non-constante et que f(z) # 0 pour tout z € D. Montrer : |f(2)]
n’atteint pas son minimum dans D.

2. Montrer que la fonction ——— est méromorphe. Déterminer ses singu-

sin(z)
larités (sa nature, et si ¢’est un pole, son ordre).



3. Par la suite on utilise la détermination de y/z dans le domaine C — R™.
telle que v/—1 = i. On considere le contour I' suivant :

|

Le chemin I'; est un cercle incomplet de rayon R; et I's est un cercle
incomplet de rayon €; les chemins I's et I'y sont les deux segments
manquants puis sur les demi-droites d’angles 2 — n et n. On pose

idz.

I, =
b pk1+Z2

(a) Montrer que limg_,o 1 = 0 et que lim._,o I3 = 0.

N
1+ 2?2
lorsque 'angle 1 tend vers zéro. Attention : il faut justifier I'inter-

version de limite.
NE

1+ 22

+o0
/ VI g T
0 1+x2 \/§

R
(b) Déterminer la constante C' € C telle que Ir+1y — C / dx

(c) Calculer les résidus en =+i de

(d) En déduire que




Intégration et théorie de la mesure
FExamen

17 juin 2013

Documents, calculatrices et téléphones interdits.
On demande d’énoncer clairement chaque théoréeme utilisé et de vérifier les hypotheéses.

Exercice 1:Soit f: R — [0, 4+00] mesurable.

(1) Justifier I'existence de 'intégrale / f(t—1/t)dt.
R*

+o0
(2) Montrer par un changement de variables que f)ydt= [ f(t—1/t)dt.
00 R*

(3) Montrer que la formule est valide pour f : R — C sommable.
Exercice 2:Soit X = {1,2,3} et F = {{1,2},{2,3}}.
(1) Montrer que F engendre la o-algebre P(X).

(2) Soient p et v deux mesures de probabilité sur P(X), égales sur F. Montrer que

a1+a2+a3:b1+bz+b3:1
a1+(12:b1+b2
a2+a3:b2—|—b3,

ou on a posé a; = p({i}) et b; = v({i}).
(3) Montrer que pu = v.

(4) On pose ici X = {1,2,3,4} et F = {{1,2},{2,3}}. Montrer que F engendre X. En
s’inspirant de la question (2), trouver deux mesures de probabilité p et v égales sur F mais
distinctes.



n

Exercice 3: Pour tout n € N et t € R on pose f,(t) = T exp(—t?).

(1) Calculer fy et f;. Montrer que
+oo

fo(t) fr(t)dt = 0.
On justifiera I'existence de cette intégrale.

(2) Montrer que f, est de la forme f,(t) = p,(t) exp(—t?), oul p, est un polynome de degré n.
(3) Montrer que f, € L*(R).

+o00
(4) Montrer que la famille f, est orthogonale dans L*(R) i.e. fu(t) frn(t)dt = 0 si n # m.

PROBLEME

Le but du probeme est de montrer qu’une o-algebre est finie ou non dénombrable.
Premiere partie. Soit X un ensemble.

(1) Soit A C X. Montrer que la famille {0, X, A, X \ A} est la o-algébre engendrée par A.
(2) Soit A une o-algebre sur X et B C X. Montrer que la famille
B={(ANB)U (A \ B) avec A, A" € A}
est une o-algebre.
(3) Montrer que B est la o-algebre engendrée par AU {B}.
(4) Montrer par récurrence que la o-algebre engendrée par une famille finie, est finie.

Seconde partie. Soint X un ensemble et A une o-algebre dénombrable sur X.

(1) Pour tout z € X on pose A(x) = lintersection de tous les A € A tels que z € A. Montrer
que A(x) et bien défini et que A(z) € A.

(2) Soient z,y € X. Si x € E(x) N E(y), montrer que E(x) C E(y).
(3) Siz € E(x)\ E(y), montrer que E(xz) N E(y) = 0.
(4) Montrer que E(z) et E(y) sont disjoints ou confondus.

Conclusion. Montrer que I'ensemble des x € X tels que E(x) # ) est fini. Conclure.
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CALCUL INTEGRAL B
JUIN 2013

Question de cours

Soit [a,b] C R un intervalle fermé et borné.

- Donner la définition de “f est intégrable au sens de Riemann " pour
une fonction f : [a,b] — R.

~ Montrer que toute fonction reglée f : [a,b] — R est intégrable au
sens de Riemann sur [a, b].
[ On admet qu’une fonction reglée f sur [a,d] est la limite d’une
suite f, de fonctions en escaliers pour la distance de convergence
uniforme 4. |

~ Donner un exemple d’une fonction reglée f : [0,1] = R qui n’est
pas continue par morceaux.

Exercice 1. Soit f: [0,1] = R définie par f(z) = 22

(1) Montrer que pour tout entier n

n(n+1)(2n + 1)
5 :

124224+, +n2=

(2) On considére la subdivision

1 2
$0:O<ﬂ:l:—-—<3j2:—-<...<xk:_<._.<xn:1.
n n n

Que valent les sommes de Darbouz inférieures et supérieures de
[ relativement a cette subdivision ?

(3) En déduire que f est intégrable sur [0,1] et déterminer

[ s

sans utiliser une primitive de f.



2 CONTROLE CONTINU

Exercice 2. Soit f:[0,1] - R de classe C2.

(1) Montrer que sin et k sont des entiers avec 0 <k<n

ﬂt F(o)dt~ 1 (S—) - / - (f(t) —f (g)) i

n

(2) Soit n un entier fizé, k un entier, 0 < k < n et ¢ réel avec
telt EHL) justifier :
(a) 3 cape €5, ¢] tel que :
k k
1= £ () = - Hreuno

L

(b) 3 dnrs E]ﬁ-,t[, tel que :

0-1(3) =2 (8 =3 (-5 rit

(3) En utilisant les égalités de (2) et la continuité de [, trouver A

tel que
! 13, /k _ A+4¢(n)
/of“)dt—; f(;)—‘n“‘

k=0
ot €(n) = 0 quand n — 0.

Exercice 3. Soit f la fonction 21 périodique définie par
f@)=m—t teOn], f) =n+t te [—,0].

1. Calculer les coefficients de Fourier réels de f

2. Quelle est la nature de la série de Fourier associde (limite si elle

existe et type de convergence).

3. Calculer le valeur des deuz séries
o0 o0

1 1
Z(2n+1)2’ Z(2n+1)4'

n=0 n=0

4. En déduire la valeur des séries

1 &1
Z;;’Z;z

n=1 n=1
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Examen Méthodes Numériques (2" session)

lundi 17 juin 2013
Durée : 3 h

1 Exercice 1

1. Donner la décomposition LU si elle existe des matrices suivantes :

2 100

2 10
2 1 1 410
A2_<14> As = é‘fi A=l 141
001 2

Que remarquez-vous sur les matrices L et U ?
2. Soit A = (a;,j)1<i j<n une matrice tridiagonale de taille n x n, c'est & dire telle quea;; =0

si i — j] > 1.

On note :
;i =aq; sil<i<n
Qi i1 = Gy silgz’gn—l
ai,i-lzbi siQSign

(a) Rappeler & quelle condition une matrice admet une décomposition LU.

(b) On suppose & partir de maintenant que les conditions suivantes sont vérifiées :

lai] > lei]
la;] > |bi +|es|si2<i<n-—1
lan| > b ]
Montrer que sous ces conditions, A admet une décomposition LU et est inversible.

Indication : on pourra par exemple utiliser le domaine de Gershgorin pour la matrice
A et des sous-matrices de A.

(c) On vérifie sur les formules donnant les matrices I = Uijhigigen et U = (U j)1<i j<n
de la décomposition LU de A que L et U sont aussi tridiagonales.

On note :

lm-lzai 512§Z§n
Ui = Vi sil<i1<n
Uj 41 :52 Sils’ig”fl—l

Montrer que A = LU si et seulement les relations suivantes sont satisfaites

Y =a4)

Bi=c¢ sil<i<n-—1
(+) =a i1<i

oyier = by siz2<i<n

Yi = 4 — QCiq SIQSZSTZ



(d) Calculer le nombre d’opérations (division, addition, soustraction, multiplication) nécessaires
pour déterminer L et U en utilisant le systéme ().

(e) Soit b un vecteur colonne de taille n.
Montrer que pour trouver un vecteur colonne z de taille n tel que Az = b, il suffit de
trouver un vecteur y tel que Ly = b et un vecteur colonne z de taille n tel que Uz = y.

(f) Donner les coordonnées de y en fonction des coordonnées de b et des ;2 < i < .
Donner les coordonnées de z en fonction des y;,1 <i <n, 04,1 <i<netBi,1<4 <
n—1.
Calculer le nombre d’opérations effectuées.

(g) En déduire le nombre d’opérations nécessaires pour inverser une matrice tridiagonale
inversible admettant une décomposition LU.

(h) Onsupposequea,-:QsilgiSn;q:—lsilSign—letbiz—lsmgign.
Que donne la décomposition lu de scilab pour n = 77
Donner les formules générales exactes. (On peut essayer de les deviner en calculant
pour différentes valeurs de n et ensuite de vérifier que cela marche).

2 Exercice 2

= _n(n+1)
On rappelle que Zz ==

i=1
n
1. On note pour n > 1, u, = Zz Montrer que sin > 1, u2 ; —u2 = (n + 1)3.

i==1
n
En déduire que Z i3 =2,
i=1
2. Soit f:[0,1] = R;z — 5.
Calculer I = fol flz)dz.
3. On veut utiliser une méthode d’intégration numérique pour trouver une valeur approchée
de I.
Considérons la méthode du point milieu.

En utilisant les notations du cours, donner la formule d'intégration composée I™(f) et
calculer la somme.

n
On rappelle que Z i? =

i=1
Que vaut lerreur E(M(f)?
Comparer avec la formule vue en cours (cas d'un noyau de Peano de signe constant) :

n{n+1)(2n+1)
= .

1 1 m-1
e,/ EW(f)= m (E) f(m+1)(£)E(x g™l

ol m est 'ordre de la méthode et E(f) est I'erreur de la méthode d’intégration numérique
utilisée.
4. A partir de quelle valeur de n a t-on une erreur plus petite que 10~6?



3 Exercice 3

Soit g € C1(R) et z5 € R. On considere le probleme de Cauchy

{Zfot)) - y<t>;g(” , teo1]. W

1. Montrer que la solution exacte de (1) est

Il

y(t) = ¢ ( /O t e g(u) du + zo) : ()

2. (a) Donner I'expression de la solution approchée de I’équation (1) au temps ¢t = 1, Yrect(1),
obtenue en utilisant la méthode d’intégration numérique des rectangles & gauche pour
calculer I'intégrale apparaissant dans (2). Vous utiliserez une subdivision de [0,1] en
N intervalles de méme longueur.

(b) Donner une majoration de 'erreur [Yrect (1) — y(1)] en fonction de N et de
Igllo = sup |g(t)| et |¢'lloc = sup |¢'(t)].
0<t<1 0<t<1
(¢) Trouver une fonction g(t) telle que 'erreur soit nulle, c’est-a-dire, yrect(1) = y(1).
3. On veut déterminer une solution approchée YEuler(1) de 'équation (1) au temps ¢t = 1 par
la méthode d’Euler avec un pas constant h = 1/N.On note z,, n=1,--- , N, les solutions
approchées de y(nh) par cette méthode, de sorte que YEuler(1) = zn.

(a) Donner I'expression de 2,4, en fonction de z,

(b) Montrer par récurrence que, pour tout n = 1,---, N,
n-1
= (1+h)"20+h > glhi)(1+h)* 10,
i=0

En déduire 'expression de ypyjer(1).

(c) Donner une majoration de Perreur |ygyier(1) — y(1)| en fonction de N, ||gllco, |0’ ]loo
et ]30'

(d) La méthode d’Euler donne-t-elle la solution exacte pour la fonction g(t) proposée 4 la
question 17

4. Déterminer numériquement, par les deux méthodes des questions 2 et 3, des solutions
approchées & 103 prés de I’équation (1) au temps t = 1 pour zo = 1 et g(t) = V't (vous
pourrez utiliser vos programmes Scilab écrits en TP).
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Documents, calculatrices, et téléphones portables sont interdits. Les quatre exercices peu-
vent étre traités dans un ordre quelconque, mais le dernier utilise la conclusion du premier.
Durée de I'épreuve : 4 heures.

Exercice 1. (Espaces métriques séparables)

On dit qu'un espace métrique (F, d) est séparable s’il admet un sous-ensemble dénombrable
dense. Montrer que tout espace métrique compact est séparable, et que tout sous-ensemble
d’un espace métrique séparable est encore (un espace métrique) séparable.

Exercice 2. (Fonctions semi-continues inférieurement)

Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’'une fonction f : E — R est semi-continue
inférieurement au point g € E si, pour tout € > 0, il existe un voisinage V de zg dans F
tel que f(z) > f(xg) — € pour tout x € V. On dit que f est semi-continue inférieurement
sur F si f est semi-continue inférieurement en tout point de E.

a) Montrer que f : E — R est continue au point xy € E si et seulement si les fonctions f
et —f sont toutes deux semi-continues inférieurement en ce point.

b) Montrer que f : E — R est semi-continue inférieurement sur E si et seulement si, pour
tout t € R, 'ensemble {x € E| f(z) > t} est un ouvert de E.

c) Soit A C E et soit x4 : F — R la fonction caractéristique de A, telle que x4(z) =1 si
x € Aet xa(x) =0siz e E\ A Montrer que x4 est semi-continue inférieurement sur £
si et seulement si A est un ouvert de E.

d) Soit (f;)ier une famille quelconque de fonctions semi-continues inférieurement sur E.
On suppose que

g(z) = sup fi(x) < o0, pour tout z € E .

iel

Montrer que g : F — R est semi-continue inférieurement.
e) On suppose ici que (F,d) est un espace métrique compact (non vide). Si f : E — R
est semi-continue inférieurement, montrer que I'image f(FE) est bornée inférieurement, et
qu’il existe x € E tel que

f(7) = min f(a) .

TzEFE

Indication : soit m = inf(f(F)) € RU {—oo}. Si (tn)nen est une suite réelle qui décroit
vers m, on remarquera que ’ensemble K, = {z € F| f(z) < t,} est un compact non vide
pour tout n € N, et que K, +1 C K,.

Exercice 3. (Propriétés topologiques de la somme de deux sous-ensembles)
Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé, réel ou complexe. Si A, B sont des sous-ensembles
de E, on note A 4+ B la somme de A et B définie par

A+ B = {x+y€E’xeA,yeB}CE.

1



a) Si A ou B est un ouvert de E, montrer que A + B est un ouvert de E.

b) Si A et B sont connexes, montrer que A+ B est connexe. Indication : on pourra vérifier
que, si f: A4+ B — {0, 1} est une fonction continue, alors f est constante.

c) Si A et B sont compacts, montrer que A + B est compact. Indication: dans cette
question et la suivante, on pourra utiliser la caractérisation séquentielle de la compacité.

d) Si A est compact et B est fermé, montrer que A + B est fermé.

e) On considere le cas particulier ot E = R (muni de la topologie usuelle), A = Z, et
B = +/27Z. Vérifier que A et B sont fermés, mais que la somme A + B ne I'est pas.

Exercice 4. (Orbite par translation d’une fonction continue)
Soit X = Cy(R,C) l'espace des fonctions continues et bornées de R and C, muni de la
norme

I/l = sup|f(x)],  feX.
zeR

Si fe XetyeR, onnote T, f € X lafonction translatée définie par (7, f)(x) = f(z —y)
pour tout € R. On définit également l'orbite O(f) = {1}, f |y € R} C X.

a) Pour tout y € R, vérifier que l'application T, : X — X est linéaire et isométrique.
Remarquer aussi que T}, T, = Ty, 1, pour tous les y1,y2 € R.

b) Soit f € X. Montrer que 'application y — T}, f est continue de R dans X si et seulement
si f est uniformément continue sur R.

c) En déduire que, si f € X est uniformément continue, alors 'orbite O(f) est séparable.

d) Inversement, soit f € X telle que l'orbite O(f) soit séparable, et soit (y,)nen une suite
réelle telle que la suite (7}, f)nen soit dense dans O(f). Etant donné e > 0, on définit
pour tout n € N:

Fo = {yeR|IT,,f T,/ <} C R.

Vérifier que F,, est un fermé de R, et que U, F,, = R. A P'aide du théoréme de Baire, que
I’on rappellera, en déduire qu’il existe n € N tel que F;, soit d’intérieur non vide, et en
conclure que f € X est uniformément continue.

e) L’espace de Banach X = Cy(R, C) est-il séparable ?

f) Si f € X est une fonction périodique, vérifier que l'orbite O(f) est compacte dans X.
Indication: si L > 0 est une période de f, on remarquera que O(f) = {T,f|y € [0, L]} et
on utilisera la question b).

g) Inversement, soit f € X telle que 'orbite O(f) soit compacte dans X. En utilisant
I'exercice 1 et la question d), vérifier que f est uniformément continue. Si f n’est pas
périodique, montrer que I'application 7 : R — O(f) définie par 7(y) = T}, f pour tout
y € R est bijective et continue. En remarquant que

O(f) = U T([_nvnD )

neN

montrer qu'il existe n € N tel que 7([—n, n]) contienne un ouvert de O(f) (pour la topologie
induite). En utilisant la compacité de O(f) et la bijectivité de 7, en conclure que R est
inclus dans une union finie de translatés de l'intervalle [—n,n|, ce qui est absurde. On a
ainsi une contradiction, qui montre que f est périodique si 'orbite O(f) est compacte.
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Documents, calculatrices et téléphones portables interdits.
Dans la notation, il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des

justifications.
Durée : 4h

Exercice 1 (Questions de cours)

1. (a) Soit (E,|.]|) un espace vectoriel normé. Montrer que toute suite convergente est de
Cauchy.

(b) Définir un produit scalaire sur un espace vectoriel ainsi qu'un espace de Hilbert.

2. (a) Citer le théoreme de Stone-Weierstrass.

(b) Montrer en utilisant le théoreme de Stone-Weierstrass que toute fonction f € C([0,1]; R)
est limite uniforme de fonctions polynomiales.

Exercice 2
On prendra soin de justifier toute affirmation le plus soigneusement possible.

On se place dans R? muni de la norme euclidienne. On considere les ensembles :
Ay ={(z,2");x €R}, Ar:=QxR, Ag:={(z,y); zy <1}
1. Déterminer parmi les ensembles A1, Ay, A3 ceux qui sont fermés.

2. Déterminer parmi les ensembles Aq, Ao, A3 ceux qui sont ouverts.

3. Déterminer parmi les ensembles A1, As, A3 ceux qui sont connexes par arcs.

Exercice 3
Soit L I’ensemble des fonctions lipschitziennes de [0, 1] & valeurs dans R.

1. Montrer que 'application

Nfo NG = 1O+ sup DT

0<z<y<l \96 - y\

est bien définie sur L et qu’elle y définit une norme.



2. Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout f € L :

[flloe < eN(f),

Ol || flloo = supyepo,1 [ ()]
3. On considere pour ¢ > 0 la fonction f.(x) = sin (£).

(a) Montrer que N(f:) > |f.(0)].
(b) En déduire qu’il n’existe pas de ¢ > 0 tel que pour tout f € L:

N(f) <l flloo-

Exercice 4
On note

oo
? = {z e RY; Z |2i|* < o0}
=0

00 1/2
[z]l2 = (Z lifz'\z) :
1=0

On rappelle que (£2, ||.||2) est un espace vectoriel normé.

On introduit, pour z € £2:

1. Est-ce que £? est de dimension finie ? Justifier votre réponse.
2. Est-ce que la boule unité fermée By2(0,1) est compacte ? Justifier votre réponse.

3. On consideére : '
K={zecRY;VieN |z;] <27}

Montrer que K C ¢2.

4. Soit ((k))ren, (k) = (z;(k))ien une suite d’éléments de K. Montrer qu'il existe a € RY
et des fonctions strictement croissantes ¢; : N — N, ¢ € N telles que

(a) Pour tout i € N, p;11(k) = ¢i(vi(k)), ot ; : N — N est strictement croissante.

(b)
VieN, |zi(pi(k)) —ai| =0, k— oc.

5. On pose p(k) := pr(k). Montrer que

VieN, |zi(p(k)) —ai| =0, k — oo.

6. Montrer que pour tout i € N, |a;| < 27°. En déduire que a € K.

7. Prouver que
l2(¢(k)) = all2 = 0, k — 0.

En déduire que K est compact.



